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Vorwort 
Eine Luftschleieranlage besteht aus einer mit Dusen versehenen Druckleitung, 
die am Boden eines Gewässers verlegt (oder an Schwimmkörpern in einer 
bestimmten Wassertiefe aufgehängt)und von einem Kompressor mit Druckluft 
gespeist wird. Aus den Düsen (gebräuchliche Durchmesser 0.5 bis 3 mm, 
ubl iche aüsenabs~önde 10 bis 50 cm) entströmt hierbei ein kontinuierlicher 
Luftstrahl, der nach seinem Eintritt in das Vvasser alsbald in Luftblasen 
verschiedener Grössen zerfällt. Die infolge Auftriebs aufsteigenden Luft-
blasen erzevgen eine aufwärts geracht~ te tassers~römungI die der Auftriebs-
strömung über einer Tempereturquelle (Flamme) vergleichbar ist. ln diesem 
Strömungsfeld wird mit zune~mend~r Höhe eine ständig wachsende Wasser-
menge in eine aufwärts gerichtete Bewegung gesetzt. An der Was!:erober-
fläche tritt die aufsteigende Luft aus, während der induzierte Wasserstrahl 
seit! ich umgelenkt wird. Die Oberflächengeschwindigkeiten . erreichen in 
einem gewissen seitlichen Abstcnd ein Maximum und nehmen dann wieder 
ob, wobei die Dicke des so erzeugten Oberflächenstrahls ständig zunimmt. 
Aus Kontinuitctsgründen muss gleichzeitig in den unteren Regionen Zuströ-
mung zum Luftschleier hin herrschen, die wiederum in die Auftriebsströmung 
einmündet. 
Untersuchungen an Luftschleiern in seitlich unbegrenztem Medium blieben 
bisher auf ruhendes Wasser beschränkt. Es hat sich jedoch gezeigt, dass dem 
Einfluss einer überlagerten Querströmung sehr grosse Bedeutu~g zukommt, 
da eine Horizontalströmung die Strömungsverhältnisse sehr viel stärker verän-
dert, ols eine direkte Superposition vermuten liesse. 
Zur Klärung dieser Zusommenhönge wurde im Rahmen des Projekts A (Aus-
breitvngsvorgönge) des Sonderforschungsbereichs 80 an -der Un iversit<it 
Kerlsruhe ein Teilprojekt A 3 mit dem Titel "luftschleier in einer Ouerströ-
mung11 in Angriff genommen und in den Jahren 1970 bis 1973 bearbeitet. 
Ziel dieser teils experimentellen, teils analytischen Arbeit ist es, den 
Einfluss einer Querströmung auf das Strömungsfeld eines Luftschleiers quan-
titativ zu erfassen. Als Ausgangsbasis fur die analytische Behandlung dient 
ein vom Projektleiter erarbeitetes analytisches Modell fur Luftschleier in 
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stehenden Gew(jssern, mit dem zum ersten Mal M.odellversuche auf Verhält-
nisse in der Natur ubertragen werden konnten. Dieses lv\odell soll auf Luft-
schleier in einer Ouerströmul'lg erweitert und durch Experimente verifiziert 
werden. Die Untersuchungen haben zum Ziel, die Möglichkeiten und Gren-
zen des Einsatzes von Luftschleiern in Flüssen zur Steuerung von Ausbrei-
tungs- und Transportvorgängen zu erkunden. Darüber hinaus können di.e hier 
gewonnenen Erkenntnisse als Entscheidungshilfen dienen, die es ermöglichen, 
luftschleieranlagen betriebssicher und wirtschaftlich zu entwerfen und aus-
zulegen. 
Die im Rahmen des Teilprojektes A 3 durchgeführten Arbeiten werden in 
zwei Berich~en des Sonderforschungsbereichs 80 und einer M.onografie dar-
geste II t: 
1. Bericht SFB 80/T/9: "Analytische Behandlung von Auftrieb-
strahlen unter Berücksichtigung der Besonderheiten von Luft-
blasenschleiem11 (H. Honekamp und H. Kobus, Juni 1973) 
2. Bericht SFB 80/ET/18: "Experimentelle Ermittlung des von 
einem Luftschleier in einer Querströmung erzeugten Strömungs-
feldes .. (H. Kobus, H. Honekamp, B. Barczewski, N\ärz 1974) 
3. H. Kobus: 11 6emessungsgrundlagen und Anwendungen fur Luft-
schleier im Wasserbau 11 , Heft 7 der Schriftenreihe "Wasser 
und Abwasser in Forschung und Praxis", Erich Schmidt Verlag, 
Berlin 1973 
WCihrend im ersten Bericht die analytischen Vorarbeiten zur Behandlung des 
Luftschleier-Strömungsfeldes zusammcngefaßt sind, enthält der zweite Bericht 
eine ausfuhrliehe Darstellung der experimentellen Untersuchungen. ln der 
unter 3 genannten Monografie wurden d!e wesentlichen Erkenntnisse zusam-
mengefaßt und in einer Form aufbereitet, die es erlaubt, die Einsatzmöglich-
keiten und Anwendungsgrenzen von luftschleieranlagen in Fließgewässern ab-
zuschtitzen. 
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1. Einleitung und Voraussetzungen 
Die von Luftschleiern induzierten ptr~mungen kann man der Gruppe der 
Strahlströmungen zurechnen. Es erscheint deshalb angebracht, zunächst 
die Grundlagen für die Berechnung von Strchlen in ruhendem Medium 
darzustellen und dann die Betrachtung auf Luftbiesenschleier in ruhendem 
und bewegtem Medium zu erweitern. Für den zweidimensionalen Luft-
schleier wird ein Computerprogramm aufgestel!t. 
Strahlen sind dadurch chorckterisiert, dass sich im Strahl Fluid mit ver-
hältnismössig grosser Geschwindigkeit relativ zum umgebenden Fluid be-
wegt. Sie entstehen durch lokale Einleitung von Fluid an Dusen oder 
Schlitzen, wobei die Differenzgeschwindigkeit eine Folge der Einlei-
tungsgeschwindigkeit sein kann (lmpulsstrahl), auf einer auftriebsbeding-
ten Bewegung infolge eines Dichteunterschieds zwischen eingeleitetem 
und Trcgerfluid beruhen kann (Auftriebstrahl), oder aus einer Kombination 
beider Ursachen resultiert (Auftr_iebstrohl mit Impuls). 
t 
Anloufbtrtich Ausgtbildett Strömu"g 
--
--
SILO 1.1 SCHEMA TISCHE DARSTELLUNG DES 
ANLAUFBEREICHS FÜR IMPULSSTRAHLEN 
--
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Am Strahlrand entstehen aufgrund des Geschwindigkeitsgradienten hohe 
Scherspannungen, welche turbulente Wirbel erzeugen und somit eine 
Durchmischung in Querrichtung hervorrufen (Bild 1.1); hierdurch wird 
der Hauptströmung laufend Energie entzogen und der turbulenten Bewe-
gung zugeführt (und schl iessl ich durch Zähigkeitseinwirkung dissipiert). 
ln der Durchmischungszone wird der Geschwindigkeitsgradient abgemin· 
dert, sie breitet sich mit zunehmendem Abstand vom Eintrittsquerschnitt 
sowohl in das Trägerfluid als euch in den Strahlkern hinein aus, bis sie 
schl iessl ich am Ende des 11Anlauf'oereichs11 die Strahlachse erreicht. Im 
ansch I iessenden Bereich der "voll ausgebildeten" Strahlströmung setzt 
sich die turbulente Strahldiffusion weiter fort und bewirkt, dass ständig 
Fluid aus der Umgebung in die Strahlströmung eingemischt wird und 
deshalb der Volumenstrom mit zunehmendem Abstand vom Eintrittsquer-
schnitt stetig wächst. Diese Einmischung von Trägerfluid in den Strahl 
bewirkt eine zunehmende 'Verdünnung11 des urspünglichen Strahlfluids und 
somit auch eine Abnahme der Konzentration von Tracern oder Substanzen 
jeglicher Art, die der Strahl enthält, mit wachsender Entfernung von der 
Zugabestelle. 
Das Verhalten des Strahls wird von verschiedenen Faktoren wesentlich be-
einflusst, die durch das Empfängerfluid vorgegeben sind. Es sind dies haupt-
stichlich 
die Dichte des Empfängerfluids (konstante Dichte; lineare Stratifikation; 
nichtlineare pchichtun~cn; Dichtediskontinuitäten); 
eine Grundströmung des Empfängerfluids (ruhendes Medium; gleichförmige 
Grundströmung; Geschwind igke itsgradi ent; nichtstationäre Strömungen; 
Turbulel'lz), und 
- die Randbedingungen des Strtimungsfeldes (endliche Wassertiefe; Ein-
fluss benachbarter Strahlen; Strömungsbegrenzung). 
ln Bild 1 .2 sind die möglichen Auswirkungen dieser Einflussgrössen auf oos 
Strahlverhalten für einige Fälle schematisch dargestellt. 
Auflrirbstrohl 
rnil tmp\111 
IM.vnd Wo 
mal1gtbtnd) 
Auftritbstrohl 
lW. moOgtbtoodl 
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eomogtntsIruhfDlduM~dium EinfluO t intr Diehitschichtung Einfluß tintr Grvnd5trömung 
Stobilt Schichtung 9 lz J 
U11 • 0 
~D • const 
. UH • cons t 
SILO 1.2 · EINTEILUNG VON AUFTRIEBSTRAHLSTRÖMUNGEN 
Auftriebstrahlströmungen in ruhendem, homogenem, unendlich ausgedehntem 
Medium sind charakterisiert durch die Austrittsgeschwindigkeit u , durch 
0 
die Abmessungen des Austrittsquerschnitts (d bzw. b) und durch den Un-
o 0 
terschied, ~ -;ro im spezifischen Gewicht zum Empfängerfluid, sowie durch 
die Eigenschaften des Empfängerfluids. Das Geschwindigkeitsfeld eines in 
s -Richtung eingeleiteten Strahls ist daher ganz allgemein beschrieben durch 
U. • t ( Uo • do 1 bo A d'o f; ~ s·r) ' n (1 • 1) 
Mit den Definitionen 
1F. • Uo btw. Uo 0 1 t.t gd.~ ~ 6po g b~ (1 .2) 
lRo • . ,euod.o b:tw. P Uo bo 
t-1- t'4 
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ergibt sich hieraus die dimensionslose Beziehung 
u 
-- (1.3) 
Es hat sich gezeigt [12], dass in der Ingenieurpraxis auftretende Strahlströ-
mungen in den meisten Fällen vollturbulent sind, so dass die Reynoldszahl 
keinen Einfluss auf des Strömungsfeld hat. Die relative Geschwindigkeit an 
jedem Punkt ist demnach eindeutig durch die relativen Positionskoordinaten 
und den Parameter IF (densimetrische Froudezahl) gekennzeichnet. 
0 
nach A!btr\son 
et al. (26) 
noch Rouse 
et ol. (28] 
z 
,-----l 
I 
I 
o/=C 
I 
strlti i~lDlg dl'S spt>zifischtn GE'wichls {links) 
und Slromtinieon t-ints Auftrit>bstrchts 
BILD 1.3 · PLANSYMMETRISCHE pToÖMr~dpc.biabo FÜR IMPULS ·UND AUFTRIEBSTRAHL 
Des weiteren l<:lsst sich nachweisen [12], dass die Grössen u bzw. b 0 . 0 
das Strömungsfeld nur in unmittelbarer Dusennähe beeinflussenj in einigem 
Abstand vom Austrittsquersc~nitt wird das Geschwindigkeitsfeld eindeutig 
durch den Impulsfluss pro Massendichte (Mo/ f ) und den Auftrieb pro Massen-
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dichte rNo/p) charakterisiert, egal aus welcher Kombination von v , 
0 
d bzw. b oder 6 ;yo diese resultieren. Das bedeutet, dass das 
0 0 
Geschwindigkeitsfeld dem einer Impuls- oder Avftriebs-Pvnktqvelle 
gleichgesetzt werden kann (Bild 1 .3). Eine solche Annahme I iefert gute 
Ergebnisse, wenn die fiktive Punktquelle wegen der endlichen Abmessungen 
von d oder b in einem Abstand s hinter dem tatsechliehen Austritts-
c 0 0 • 
querschnitt angenommen wird (Bild 1.1). Abweichungen des tatsächlichen 
Geschwindigkeitsfeldes von der fiktiven Strömung· bleiben im wesentli-
chen auf den Anlaufbereich beschränkt, welcher sich über einen Bereich 
von 6.2 Düsendurchmessern bzw. 5.2 Schlitzbreiten vom Austrittquer-
schnitt stromab erstreckt [3; 20] • 
Beschreibt man die Ausgangsgrössen des Strahls statt durch 
b 
0 
und t. j'o durch die Grössen 
Q X. 2. 
o • lt do Uo b'lw. 9• • bo l.l.o 
u , d bzw. 
0 0 
Mo/r •! d.l·~.~..oW.. (1.4) b"w. Mo{f • b0 u~ 
W/ '11"dt .Ab. 
o f • 'i; o "'-o 1 9 b"w. W0 /y"' bouo ~~. S 
dann ergibt sich fur das Strömungsfeld eines vollturbulenten axialsymmetri-
schen Strahls 
• u • f ( s j r- i O.o i Mo Irr j Wo /p) (1 .5) 
Hieraus folgen die alternativen dimensionslosen Beziehungen 
u 
~M~fg } 3 
• f ( r . Go • (Mo / f) ) • .f' ( ,. . s . Uo ) 
, u • 1,t. ,. lMoLpD~ DEDtoLpF2s~JI 1,t T'(fo' sflLJsd.~ 
Vwo/f'S 
(1 .6) 
Die vereinfachende Annahme einer Strömung v«n einer Punktquelle ist gleich-
bedeutend mit einer Vernachlössigung des Einflusses des Volumenstroms Q 
0 
oder des hieraus resultierenden Parameters (s /d ) • Die Beziehung vereinfacht 
0 
sich somit zu 
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u 
(1.7) 
Die densimetrische Freudezahl gibt das Verhtiltnis von Impulsfluss zu Antrieb 
an: die Grenzfälle des reinen lmpulsstrahls und des reinen Auftriebstrahls 
sind demnoch gekennzeichnet durch (W0 •oo) .btw. ( IF'o c 0). 
FUr die Achsgeschwindigkeit u des Strahls ist stets (r = 0). Fur die beiden p 
Grenzfälle folgt daher aus GI. (1.7) (bzw. aus einer entsprechenden Be- · 
trachtung fur den Volumenstrom Q) direkt, dass für den Impulsstrahl 
( 1F'0 s. oo ) gelten muss 
const 
und für den Auftriebstrahl ( lf0 · • 0) 
Für den plansymmetrischen Strahl Ieuten ·die Beziehungen 
mit den Grenzbedingungen für den Impulsstrahl ( !F"0 • oo) 
ua. -= const 
1/ ~o I p s' 
und fur den Auftriebstrahl ( !Fo = 0) 
q : <:onst 
}.) Wo I f 1 s 
Bei der Behandlung von {senkrecht nach oben gerichteten) Strahlen in 
einer Querströmung muss die Quergeschwindigkeit U H als zusötzl icher 
(1 .8) 
"(1. 9) 
(1. 10) 
(1. 11) 
(1 • 12) 
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Parameter berucksichtigt werden, und die dimensionsonelytisch hergelei-
tete Beziehung lautet 
fur den axialsymmetrischen Fell 
u UH ~MoLpsi } • (' "Mo/fs 4' 
u f,,2. - lFo utl s 
~to{fsD ~Ewo I y t;, 
(1.13) 
und fur den plansymmetrischen Fall 
u u~ 
~~.LrsD } ( 1J """o / P <J 
u. "f1,1 ~ ; IF"o j u~~ 
~ ""D~ I f'' ~to / f 
(1. 14) 
Die theoretische Behandlung von Strahlströmungen wird dadurch erheb! ich 
vereinfocht, dass die mittleren Strömungsgeschwindigkeiten in Strahlrichtung 
sehr viel grösser sind als in Ouerrichtung, und dass olle Gradienten in 
Strahlrichtung sehr viel kleiner sind als in Querrichtung. Wenn man entspre-
chende (aus der Grenzschichttheorie geläufige) Vereinfachungen einführt, 
dann ergibt sich aus der reduzierten Bewegungsgleichung in Ouerrichtung, 
dass die Druckunterschiede quer zum Strahl vernachlässigbar klein sind. 
Der örtliche Druck im Strahl ist daher gleich dem Druck ousserhalb des 
Strahlbereichs und kann somit als bekannt vorausgesetzt werden. Für die 
Strahlen in ruhendem, unendi ich ausgedehntem, homogenem Medium, deren 
Achse geradlinig unter einem konstanten Winkel e zur Horizontalen ver-
lt!uft (z.B. Auftriebstrahlen ohne Impuls (6 = 9M~ oder Impulsstrahlen ohne 
Auftrieb ( 9 beliebig), lässt sich die gernäss den Grenzschichtennahmen ver-
einfechte Bewegungsgleichung in Strahlrichtung s angeben zu 
(1. 15) 
bzw. 
j' ( u.~ + V au) os an (1. 16) 
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Die Kontinuitätsgleichung lautet 
h + .1 Ö (r-v) • 0 
Qs r ar b~w. (1.17) 
Fur eanen vom Strahl transportierten Tracer der Konzentration c ergibt sich 
als KontinuitCitsgleichung 
<:Huc) + j_ ö Crvc) + J. a (r F',..) 
as r ar ,. ör (1 • 18) 
wobei F und F den turbulenten Quertransport des Tracers angeben. 
r n 
Fur kleine Dichteunterschiede ( A p << .fD~ ) können die Dichteunterschiede 
in den Trögheitsgl iedern der Gleichungen vernachlässigt werden und mit 
guter Näherung ( p ~ pq ) gesetzt werden; hingegen muss A f im Auftriebs-
glied beibehalten bleiben, oo die Auftriebskraft ousschliesslich durch den 
Dichteunterschied hervorgerufen wird. Diese Vereinfachung wurde von Bous-
sinesq eingeführt und wird im folgenden stets beibehalten. 
Die Bewegungsgleichung (1.15) kann mit 2 'ITr multipliziert und unter Her-
anziehung der Kontinuitätsgleichung über r integriert werden. Da auf der 
Strahlachse (r = 0) . v und T aus Symmetriegründen gleich Null werden und 
zr 
bei (r =oo ) sowohl u als auch t verschwinden, ergibt dies 
zr 
00 
a~ J lfl"'r f' 1..4'1. dr 
0 
0() 
= -/2.'fo:rApgsin9dr 
0 
und aus Gleichung (1.16) entsprechend 
00 00 
ÖÖS J f u1dn • -JApS sin 9 dn 
0 0 
(1. 19) 
(1.20) 
Eine Integration der Kontinuitätsgleichung uber einen Querschnitt liefert 
fur den axialsymmetrischen Fall 
00 
a~ Jz'fr ruclr • - {21i rv\r--) - Q' 
0 
(1.21) 
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und fur den plansymmetrischen Strahl 
00 
2 gs J u dn • - (2 v)< .. ·•l !! q' (1.22) 
0 
Die so definierten Grössen 0' und q' geben den jeweils pro Längeeinheit 
ds in den Strahl eingemischten Volumenstrom an. Aus der Kontinuitätsglei-
chung fUr einen Tracer folgt 
und 
00 
aas J 2 'lr r u c d "' -
0 
00 
- .( 2 '1\'t"Vc)< 
f'• ... ) 
I 
= Q. c. 
2 gs J u c d n • - ( l v c \ ...... ) - q · c e 
0 
wobei c die Tracerkonzentration im Empfängerfluid darstellt. 
e 
(1.23) 
(1.24) 
Es hat sich gezeigt [12], dass Geschwindigkeits- und Konzentrationsprofile in 
Strahlen, in denen die eigenerzeugte Turbulenz überwiegt, ausserhalb cies 
Anlaufbereichs stets dieselbe funkt ionale Form a ufweisen und daher durch Ähn-
lichkeitsprofile mit Hilfe des Maximalwertes auf der Strahlachse und eines 
Masses für die seitlic~e Ausdehnung beschrieben werden können. Gauss' sehe 
Glockenkurven zeigen gute Übereinstimmung mit gemessenen Profilen; es 
kann daher angesetzt werden 
u -(1"/b)'l 
- ... e 
UCl 
b~w. (1.25) 
und 
b 
-
c - e -(n/)..b)1 
"t..W. -
C<.\. 
(1.26) 
wobei b ein Breitenmass fur das Geschwindigkeitsprofil darstellt und A als 
serh~ltnis der Querausdehnung des Konzentrationsprofils zu der des Geschwin-
digkeitsprofils definiert ist. 
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Durch die Einführung von Ähnlichkeitsprofilen is~ das gesamte Geschwin-
digkeits- und Konzentrationsfeld beschrieben durch die Achswerte u und 
a 
c und die Breitenmesse b und A. • Für die Ermittlung dieser Grössen 
0 
stehen die integrierten Gleichungen (1.19), (1.21) und (1.23) bzw. (1.20), 
(1.22) und (1.24) zur Verfügung, wobei in diesen als zusätzliche Unbekann-
te die Einmischrate Q' oder q' erscheint. (Bei Strahlkonfigurationen mit 
varia.blem keigun~swinkel 9 kann die Bewegungsgleichung in einer zwei-
ten Richtung mit herangezogen werden). Das Gleichungssystem mit 3 Be-
stimmungsgleichungen für 5 Unbekannte (bzw. 4 Gleichungen für 6 Unbe-
kannte) muss daher jeweils durch 2 experimentell bestimmte Koeffizienten 
ergänzt werden (je ein Beiwert für die Geschwindigkeits- und für die Kon-
zentrat ionsverte i I ung). 
Für die Einführung dieser beiden ergänzenden Beziehungen bestehen mehrere 
Möglichkeiten. Es können physikalisch plausible Annahmen für die örtlichen 
turbulenten Diffusionskoeffizienten E:0 und tm getroffen werden gemöss den 
Definitionen 
'rs,r c E..0 y UQ. b ~ bt.w. Tsn = (0 r llct Q ~~ I 
(1 • 27) 
Fr 
- Em fUQ. b ~~ b1.w. f'n .. b~ (.." f Ua. an 
Setzt man I ineare Ausbreitungsverhöltn isse voraus, dann führen einfache 
Annahmen fur die Ausbreitungsraten k und f entsprechend den Ansätzen 
u • e-lctr/s)l b"LW. u e-k(n/s)1 
- • 
U.ct Uo. 
- e- I...~ trfr.)'2. e- fA-1< (n /s )l. 
(1 .28) 
c b'l.W. .s_ = 
CQ. Co. 
zum Ziel: allerdings sind die hierbei implizierten linearen Ausbreitungsver-
h<:iltnisse bei komplexeren Strömungskonfigurationen nicht notwendigerweise 
gegeben. Schi iesslich können unter der Voraussetzung, dass die eigenerzeug-
te Turbulenz des Strahls die vorwiegende Ursache der Einmischung ist, An-
nahmen für das durch die Gleichungen (1.25) und (1.26) definierte Breiten-
verhältnis A. und einem Einmischkoeffizienten c:( getroffen werden, welcher 
durch den Ansatz 
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b-zw. ~ = a 1 = 2o<. · u.<l 
<is ' (1 . 29) 
definiert wird. Eine Einmischhypothese dieser Art soll 1m folgenden dieser 
Arbeit zugrunde gelegt werden. 
Trotz der Vielzahl von Untersuchungen Uber Auftriebsstrahlströmungen 1 gibt 
es nur wenige zuverlässige Messdaten, aus denen ·die experimentellen Bei-
werte bestimmt werden können. Aus direkten Messungen wurde der Einmisch-
koeffizient c<.. fur lmpulss~rahlen und Auftriebsströmungen in ruhendem, ho-
mogenem Medium von Rouse et.ol. [3; 6] und später von Ricou und Spal-
ding [13] ermittelt. Es gibt kerne derartigen Messungen in dichtegeschich-
teten oder strömende:-1 Medien. Richards [14] hat den Einmischkoeffizienten 
fur Thermale (eine Thermale ist ein horizontaler Fluidzyltnder im gleichen 
Medium unterschied! icher Dichte) experimentell bestimmt. Die Ergebnisse 
dieser Untersuchungen wurden durch spätere Arbeiten bestätigt [ 15]; sie 
I iefern : 
Axialsymmetrischer lmprJlsstrchl (/... = 0.057 
Ax io I symmetrischer Auftriebstrah I rJ. = 0.082 
Thermale rJ. = 0.50 
PIonsymmetrischer Impulsstrahl o<- = 0.069 
Plansymmetrischer Auftriebstrahl d.. = 0.157 
Das Verhältnis A. der Breiten eines Tracer- und des Geschwindigkeitsprofils 
gibt die Relation des Massen- und Impulsaustauschs an. Für Impulsstrahlen 
wurde dieses VerHiltnis von Forstall und Shapiro [4] und von Abraham [151 
aus einem Vergleich verschiedener experimenteller Untersuchungen ermit-
telt. Für die Auftriebstrahlen wurde das Verhältnis A der Breiten des Dich-
te- und des Geschwindigkeitsprofils von Schmidt [1] und von Rouse et.al. 
[6] experimentell bestimmt, wobei sich für den axialsymmetrischen Fall 
widerspruchl iche Werte ergeben. Insgesamt ist somit bekannt : 
1 
Ein Überblick uber die diesbezügliche Literatur findet sich in [15] und [18] 
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Axialsymmetrischer Impulsstrahl ~ = 1.12 
Axialsymmetrischer Auftriebstrahl A. = 0.91 [1] bzw. 1.16 
Plansymmetrischer Impulsstrahl 7\. =· 1.41 
Plansymmetrischer Auftriebstrahl A. = 0.88 (6] 
Wenn entsprechende empirische Werte fUr o<. und X angenommen werden, 
dann ist das Geschwindigkeits- und Konzentrationsfeld eines vertikalen Auf-
triebstrahls oder eines beliebig orientierten lmpulsstrahls in ruhendem Medium 
durch die Gleichungen (1.25) und (1 .26) vollständig beschrieben. Zur Er-
mittlung der Achswerte u 
a 
und c 
a 
und der Strahlbreite b stehen die drei Be-
Stimmungsgleichungen (1. 15), (1.17) und (1.18) bzw. (1.16), (1.17) und 
(1 • 18) zur Verfügung. 
Die Lösung dieser miteinander gekoppelten Differentialgleichungen mUssen 
mit Hilfe von Randbedingungen an die Gegebenheiten des jeweils behandel-
ten Falles angepasst werden. Hierfür wird angesetzt 
b (s ) 
0 
ua(sl) 
9 (s2) 
= b 0 
= ul 
-9 
- 2 
(1.30) 
(1.31) 
(1 .32) 
wobei zwei oder alle drei Randbedingungen an ein und demselben Punkt 
gegeben sein können. Ferner wird definiert 
f = p (s
0
) = Dichte des Strahlfluids 
u = u (s ) = Austrittsgeschwindigkeit des Strahls 
0 0 
Q = Q (s ) = Volumenstrom an der Düse 
0 0 
q = q (s ) = Volumenstrom pro Breiteneinheit am Dosenschlitz 
0 0 
Wenn der Winkel 9 zwischen der Strahlachse s und der Horizontalen nicht 
konstant bleibt, denn muss ein an die Strohlachse gebundenes, bewegliches 
(s, r) bzw. (s, n) Koordinatensystem eingeführt werden. Dieses kann auf e.in 
ortsfestes (z, x) Koordinatensystem, dessen z-Achse senkrecht nach oben 
gerichtet und dessen x-Achse horizontal gerichtet ist, bezogen werden 
(Bild 2. 1), wobei gelten muss 
[6] 
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dx 
= cos e ds (1 .33) 
dz e ds = Sln (1 .34) 
Strahlen mit gekrummter Achse treten beispielsweise auf,wenn ein Auftrieb-
strahl nicht senkrecht, sondern unter einem Winkel zur Vertikalen in ein 
ruhendes Mediurr. eingeleitet wird, oder wenn Strahlen in eine Querströmung 
eingeleitet werden. ln diesen Fällen treten als zusätzliche Unbekannte der 
örtliche Neigungswinkel 8 der Strahlachse und deren Positionskoordinaten 
x und z auf. Fur ihre Bestimmung stehen die geometrischen Bedingungen 
a a 
{1. 33) und (1. 34) sowie die zusä~·zl iche Impulsgleichung in der zweiten "Rich-
tung zur Verfügung. 
Im Falle eines Strahls in einer Querströmung kommt allerdings erschw.erend 
hinzu, dass die Voraussetzung annähernd hydrostatischer Druckverteilung 
nicht mehr zutrifft und deshalb eine weitere empirische Annahme getroffen 
werden muss (siehe Kcp. 4). 
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2 Strahlen in ruhendem Medium 
2.1 Allgemeines 
Die in diesem Abschnitt durchgeführten Untersuchungen beschränken sich 
auf folgende Fälle : 
Axialsymmetrischer Impulsstrahl ( 6 beliebig) 
Axialsymmetrischer Auftriebstrahl ( 8 = 9M~ 
Plansymmetrischer Impulsstrahl ( 0 beliebig) 
Plansymmetrischer Auftriebstrahl ( 8 = 9M~ 
Entsprechend der Überlegungen im einleitenden Kapitel werden als Vertei-
lungsfunktionen der Geschwindigkeit und des Dichtedefizits Gauss' sehe 
Glockenkurven eingeführt. Für den axialsymmetrischen Fall g~lt 
-(r/b)2 
u (r, s) = u (s) · e 
a 
fe- r (r,s). (fe - fo. {s>) e- (r/(>..b))1 
und fur den plansymmetrischer Fall 
u (n, s) = ua (s) • e-(n/b)2 
Als Randbedingungen werden angenommen 
b (s ) = b 
0 0 
('[ /2 fur Auftriebstrahlen 
bei iebig fur Impulsstrahlen) 
(1 .25) 
(2. 1) 
(1 •. 25) 
(2.2) 
(1.30) 
(1.31) 
(1 .32) 
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BlD 21 SYSTEMSKQZE FÜR STRAHLEN IN RUHENDEM Mba~M 
2.2 Axialsy_mmetrischer Impulsstrahl 
Aus der Tatsache, dass keine Dichteunterschiede bestehen und der 
Strchl somit keine fmpulstinderung erfährt, -leitet sich aus (1.19) die Glei-
chung (2.3) her. 
(2.3) 
Die KontinuitClt der Wasserströmung fuhrt ausgehend von den Beziehungen 
(1.21) und (1 .29) auf 
00 
dd..s J 2 1r r u dl"' = 2 1r cX. u a. b 
0 
(2.4) 
Nach dem Einsetzen von (1 .25) und der Ausfuhrung der Integrationen er-
h<ift man ein System miteinander gekoppelter Differentialgleichungen 
d (ucs. bl.) • Z o<. U.a. b 
ds 
mit den Randbedingungen 
b (s ) = b 
0 0 
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Aus der Gleichung (2.5) resultiert nach Ausführung der Differentiation 
(2.5) 
(2 .6) 
(1.30) 
(1.31) 
(2 .7) 
wtthrend man aus der Gleichung (2 .6) die Beziehung (2 .8) herleiten kann. 
b cl U.cs. + 2 u d b = 2 o< l..t Cl. 
ds a. ds 
(2.8) 
Substrahiert man nun (2 .7) von (2 .8). so findet man eine Gleichung, die 
es erlaubt, die Strahlenbreite b zu ermitteln 
db 
dS =2oc (2. 9) 
Durch Integration und unter Beachtung der zugehörigen Randbedingungen 
(1.30) ergibt sich 
(2. 10) 
Setzt man (2. 9) und (2.10) in die Gleichung (2.7) ein, dann kommt man 
zu einer Bestimmungsgleichung für die Achsgeschwindigkeit 
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Ihre an die zweite Randbeding•Jng angepasste Lösung lautet 
Wenn die Anf,9ngsgeschwindigkeit im Punkte s = s
0 
= s1 vorgegeben 
vereinfacht sich die Bezieh•Jng (2.12) zu 
. .. IS, 1 
(2. 11) 
(2. 12) 
(2. 13) 
Setz man in den GI ei chungen (2. 1 0) und (2. 12) b0 = o , so erhält man 
b (s) = 
u (s) = 
a 
2 ()( (s - s ) 
0 
2.2 Axialsymmetrischer Auftriebstrahl 
(2. lOa) 
(2.12 a) 
Am Ouelipunkt s = s wird ein Dichtedefizit erzeugt, das durch folgen-
o 
de Gleichung beschrieben wird. 
Bo ::: fe - fo . g . Q 
fe 0 (2. 14) 
Die Kontinuität des Dichtedefizits, das durch die Gleichung 
00 
B (s) = J 2'1r r- fi.=.f · s u. dl"' 
0 fe 
(2. 15) 
gegeben ist, führt unter Beachtung der Beziehungen {1.25) und {2. 1) zu 
der Gleichung 
(2. 16) 
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Aus der Impulsgleichung (1.19) ergibt sich unter Beachtung der Tatsache, 
dass fur e ~ 'fr I 2 sin e ~ 1 is~ I 
00 00 
~ J z 1r r u.1 d.r • Jz 'it' r ~ · s dr d.s f~ 
0 0 
Die Kontinuitätsgleichung des Wassers lautet ( mit (1 .21) und (1.29) ) 
_g_ Jz 1t" r u. dr a:: 2. -rr o<. u.(f. b ds 
(2. 17) 
(2.4) 
Wenn man die Integrationen fü.r Gauss'sche Geschwindigkeits- und Dichte-
defizitprofile ausfuhrt und in der Impulsgleichung (2. 17) den Quotienten 
(fe-fa.)/ fe , der aus (2.16) isoliert werden kann, ersetzt, kommt man 
zu einem Satz miteinander gekoppelter Differentialgleichungen. 
... 
d ( Ua. 61) = 2 r/.. U <1 b 
d5 
1 (2. 18) 
(2. 19) 
aus denen u und b berechnet werden können, wenn man die zugehörigen 
a 
Randbedingungen 
benutzt. Setzt mon 
Pe - fo ( 1 + )., l) 
fe 
(1 .30) 
(1.31) 
(2 . 20) 
mutipliziert die beiden Differentialgleichungen {2. 18) und (2.19) mitein-
ander und erweitert die neue Gleichung mit u 2b2, so erhält man 
a 
(2 .21) 
- 24 -
Die Integration dieser Gleichung liefert wegen J f"df/d' = c.Hf"•gNn~NF 
noch kurzer Umform•Jng 
(2.22) 
Die Integrationskonstante ist null, weil u b2 für(u b = ~null wird. 
0 0 
Setzt rnon (2.22) in (2.19) ein, so ergibt sich eine Gleichung, die die 
Bestimmung von u b erlaubt. 
a 
( 3J ( c<.. t:)111 Uct b) l ~ 3 ~ • S + C 
Die Integrationskonstante berechnet mcn mit Hilfe der Randbedingung 
~ (s ) = b bzw. u (s ) • b (s ) = u • b • 
o o ao o o o 
(2 .23) 
(2.24) 
(2.25) 
(2 .26) 
Wenn man den Ausdruck für u b in die Gleichung (2.22) einfuhrt, ergibt 
a 
sich 
(2.27) 
Die Gleichungen (2.26) und (2.27) bieten eine Möglichkeit, die gesuch-
ten Grössen u und b zu isolieren. 
a 
(2.28) 
(2.29) 
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Die Auswertung der Randbedingungen b(s
0
) = b0 ergibt 
I )3/'1. ~uM bo 
Damit erhält man für die Strahlbreite und Achsgeschwindigkeit die 
Funktionen 
( 5 E: FNN~ ( )- 1/3 Uctts) = C~ bo + ~ 0- (s- ~oF 
(2. 30) 
(2. 31) 
{2 .32) 
Wenn man die in (2.20) festgelegte Grösse E einsetzt, lautet die Funk-
tion für die Achsgeschwindigkeit 
(2 .33) 
Die Anpassung von (2 .33) an die Bedingung {1.31) ergibt die nachfolgen-
de Gleichung 
Fur den Sonderfall b == 0 erhält man aus den Gleichungen (2.31) und 
0 
(2.33) die Beziehungen 
b (s) = ~ d... ( S - So) 
u ts)= [2590.o(1+;\.2.) 
Cl 2.4 . fi..1. ( s- ~.F 
(2.34) 
(2.31 a) 
(2.33a) 
Die wesentlichen Gleichungen fur axialsymmetrische Strahlen sind in der 
Tafel 2.1 zusammengestellt 
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2.4 Plansymmetrischer Impulsstrahl 
Da kein Dichteunterschied vorhanden ist und der eingefuhrte Impuls sich 
nicht ändert, kann man aus der Gleichung (1.20) herleiten 
Die hontinuit~t des Wasserstromes fuhrt uber (1.16) und (1.24) auf 
00 
2 ..EL Ju dn = 2. ot u.a. ds 
0 
Setzt man (1 .25) ein und bestimmt die Integrale, so erhält man zwei 
miteinander gekoppelte Differentialgleichungen für die Strahlbreite und 
die Achsgeschwindigkeit. 
d.(u.a.b) = 
ds 
Die zugehörigen Randbedingungen lauten 
b(s ) = b 
0 0 
Fuhrt man in (2.37) die Differentiation aus und dividiert durch das 
Produkt u 2b, so bekommt man die Gleichung 
a 
~ . d u 9 + .1. . d b = 0 
uct d.s b ds 
Aus ihr kann nach Durchführung der Integration hergeleitet werden 
u 2 = C/b a 
D·ie Erfüllung der Forderung (1.31) mit s1 = s0 unter Beachtung von 
(2.35) 
(2 .36) 
(2 .37) 
(2.38) 
(l. 3Ö) 
(1 • 31) 
{2.39) 
(2.40) 
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(1.30) liefert die Integrationskonstante 
2 C==b •U 0 0 
Damit besteht zwischen Achsgeschwindigkeit und Strahlbreite die 
Relation 
2 2 
u =u .blh 
a o cf-
(2. 41) 
(2.42) 
Die Kombination von (2.38) und (2.42) ergibt eine Differentialgleichung · 
fur b 
Die an die Bedingung (1.30) angepasste Lösung ist 
Damit findet man für die Achsgeschwindigkeit den Ausdruck 
1 ~a.EsF=ro 1/ 
( 1 t .WW.._~ . s - s.) 2. V'Tt: bo 
Die Beachtung der Randbedingung (1.26) erbringt als Funktion für die 
Achsgeschwindigkeit 
( 
t..C)(. s~J So )1/2. 1+-·--
-,p.r 'oo U. Q. t S) = LL 1 • --,;.....;_ __ _ 
NJt~·~ fi 'bo 
Fur den Sonderfall b == 0 findet man aus den Beziehungen (2.43) und 
0 
(2.45) vereinfachte Gleichungen 
b ts) = ~ · ( s- ~oF 
(2.43) 
(2.43) 
(2.44) 
(2.45) 
(2.43o) 
(2.45 a) 
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2.5 Plansymmetrischer Auftriebstrahl 
Mon kann das bei s = s erzeugte Dichtedefizit durch folgende Glei-
o 
chung beschreiben 
Die Kontinuität des Dichtedefizites, das durch die Beziehung 
00 
B(s)-= zJ meJ~ g udn 
fe 
0 
(2.46) 
(2.47) 
beschrieben wird, fordert B = B(s). Mit Hilfe der Beziehungen ( 1. 25) und 
0 
{2.2) kommt man zur Gleichung 
Die Impulsgleichung (1.20) liefert mit e = 'Tf: I 2 die Beziehung 
00 2j &-e g dn 
fe 
0 
(2.48) 
(2.49) 
Die Kontinuität des Wasserstromes führt uber die Gleichungen {1.22) und 
{1.29) auf 
2 _g_ ju d n • 2 0( U a. ds (2.50) 
Nach der Berechnung der Integrale und Kombination der Beziehungen 
(2.48) und {2.49) stehen für die gesuchten Grössen b und u zwei mit-
• a 
einander gekoppelte Differentialgleichungen zur Verfügung. 
So E~d!JfoFJLNHAJ4N • _1_ 
YTr · ~e Ua (2,.51) 
d(ua.b). = 2ct... Ua. 
ds R (2.52) 
Die zugehörigen Randbedingungen lauten 
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b {s ) = b 
0 0 
Setzt man zur Abkurzung 
9• (fe JfoF~ 
o·~n 
und multipliziert (2.51) mit u 2b und (2.52) mit u b, so bekommt man Q a 
durch eine Multiplikation da- beiden erweiterten Gleichungen die Be-
ziehung (2.54), die ncch Integration und weiterer Umformung u b als 
Funktion von u 2b hervorbringt. 
0 
a 
= K ff ( Ue1 b)l. d (uo. b) 
2. c:t... ds 
(1.30) 
(1.31) 
(2.53) 
(2.54)
(2.55)
Die Integrationskonstante in (2.55) ist null, da für u b = 0 auch u 2b = 0 
a a 
ist. Aus (2.53) und (2.55) ergibt sich für die Achsgeschwindigkeit ein 
konstanter Wert 
(2.56) 
Unter Beachtung von (2.56) findet man in (2.52) eine Gleichung für die Strahl-
breite 
db 
- = 
(2 .57) 
ds 
Die Integration liefert, wenn man die Gleichung {1.30) als Randbedin-
gung berücksichtigt, 
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b (s) = bo + ~ ( S- S 0 ) 
Kann man b = 0 setzen, so ergibt sich 
0 
b {s) = ~ ( S .:. so) 
(2 .58) 
(2.59) 
Die Tafel 2.2 enthält alle wesentlichen Beziehungen für plansymmetrische 
Strahlen. 
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3. Luftblasen in ruhendem, homogenem Medium 
3.1 Berücksichtigung der Eigenschaften von Luftblasen 
ln Anlehnung an [4] wird die örtliche Steiggeschwindigkeit ub der Luft 
blasen als Summe aus der örtlichen Wassergeschwindigkeit u und der 
Relativgeschwindigkeit der Blase b. ub darstellt : 
(3. 1) 
Fur sehr grosse Luftmengen kann man die Relativgeschwindigkeit ß ub 
der Blasen, gegenüber der vom Luftstrom induzierten Wassergeschwindig-
keit u vernachlässigen. Verwendet man hingegen nur sehr kleine Luft-
mengen, dann überwiegt in (3 .l) die Relativgeschwindigkeit A ub' und 
im Grenzfall der Einzelblase (Luftdurchsatz - 0) wird ub = · ~ub. Den 
allgemeinen Fall und die beide'l Grenzfälle kann man damit erfassen~ 
dass man beide Summanden in (3 .l) mit einem Faktor versieht, den man 
je nach vorliegendem Fall gleich 1 oder gleich 0 setzt. l\lv::ln kann also 
setzen 
u = A·u+B· b 
Die Gleichung (3 .2) stellt 
mit A = B = 1 
mit A = 1 und B = 0 
mit A = 0 und B = 1 
dar 
den a.llgemeinen Fall 
den Grenzfall sehr grosser Luftmengen 
den Grenzfall sehr kleiner Luftmengen 
(3.2) 
Das Druckfeld ist wegen der hydrostatischen Druckverteilung beschrieben 
(mit H = Patm /tw g ) durch 
0 
(3.3) 
Die Zustandsgleichung idealer Gase sogt aus, dass bei gleichbleibender 
Temperatur das Produkt aus Luftdichte und örtlichem Absolutdruck konstant 
sein muss. Hieraus folgt 
(3.4) 
Die Beziehung (3.4), die die Kompressibilität der Luft berucksichtigt, fin-
det Verwendung bei der Berechnung der Auftriebskraft. Im ubrigen kann, 
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da die Luftkonzentration im Strömungsfeld mit Ausnahme des Bereichs 
in unmittelbarer Düsennöhe stets klein ist, die Dichte des Wasserluft-
gemisches der Dichte des Wassers gleichgesetzt werden. 
s 
t 
bl 
\ · 1 jds \ i I 
BlD 3.1 SYSTEMSKIZZE FÜR LUFTBLASEN IN RUHENDBv1 MEDIUM 
3.2 Luftblasen-Einzel düse 
An der Düse erzeugt die einströmende Luft ein Dichtedefizit, das mit 
(3.5) beschrieben wird. 
(3.5) 
Im Abstand s Uber der Düse lou~et die entsprechende Gleichung 
00 
8 ( s) =jz 1t r fe - i' a u d r ~f. ~ 'o 
0 
(3.6) 
Beachtet man die Beziehungen (1.25) und (2.1), so liefert die Integra-
tion von (3.6) 
.:. 35 -
( ) fe -f.._(s) ~2 bl. (A u... B ) B s = f• I\ 1 ... xl. + ~ u."" 1t' S (3.7) 
3.2.1 Sytem bei Vernachlässigung der Kompressibilität der Luft 
Die Vernach I tlssigung der Kompressibil itct bedeutet, dass das· Dichte-
defizit für alle Querschnitte konstant bleibt. An die Stelle der Gleichung 
(3 .4) tritt nun 
~" ~sF = f... = const (3.8) 
Mit dieser Beziehung erhölt man für das Dichtedefizit 
{3. 9) 
3.2.1.1 Allgemeiner Fall 
Wenn in (3.2) die induzierte Wassergeschwindigkeit und die Relativge-
schwindigkeit von gleicher Giössenordnung sind, ergibt sich folgendes 
Gleichungssystem 
(3. l 0) 
(3. 11) 
Zusammen mit den Randbedingungen (1.30) und {1 . 31) ist das Problem voll-
stöndig beschrieben. 
Mit Hilfe der Transformationsgleichungen 
E z 2 g o. 
1t 
(3. 12) 
(3. 13) 
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X = H 0 + H - s = ( 2. c<.)- z E ~ ub" ~ ( 1 -+ >.. 1 )-3 x 
lassen sich die Gleichungen (3.10) und (3. 11) wie folgt normalisieren: 
dv = _ w 
d.x 
dw = _ _!_. v 
d )( 2. A w3 + B v w 
Die entsprechenden Randwerte sind 
(3. 14) 
(3. 15) 
(3. 16) 
(3. 17) 
(3. 18) 
{3. 19) 
Das Differentialgleichungssystem ist fur den allgemeinen Fall A = 1 und 
B = 1 nichtlinear. bi~e geschlossene Lösung kann nicht angegeben werden. 
Bei Vor! iegen entsprechender Anfangsbedingungen v und w kann man 
0 0 
eine numerische Lösung berechnen. 
3.2. 1 • 2 Grenzfa I I sehr grosser Luftmengen 
ln der Gleichung {3.2) darf die Relativgeschwindigkeit der Blasen 
gegenober der induzierten Wassergeschwindigkeit vernachlässigt werden. 
Mit A = 1 und B = 0 erhält man ein System von gekoppelten Differen-
tialgleichungen, das geschlossen Iösbor ist. Unter Beachtung der Randbe-
dingungen (1.30) und (1.31) hat das System 
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d {l.(a.2.bl.) = fe- ß. . 2 O..o 9(1+:>..1) 
ds Pe 'T[ u~ 
die im Kapitel 2.3 entwickelte Lösung 
Ua (s) = [ f~J f~. . S 9 Go 
fe 4cr_1f 
Mit b = 0 erhölt man 
0 
u.~ ts) = 
1 + )\2 ]1/3 
b 0 + ~; { S - S 0 ) 
3.2.1.3. Grenzfall sehr kleiner Luftmengen 
(3. 10) 
(3.20) 
(2.31) 
(2.33) 
(2.31 a) 
(2.33a) 
Die Relativgeschwindigkeit der Blasen . ist wesentlich grösser als die 
induzierte Wassergeschwindigkeit. Die letztere darf deshalb vernachiCis-
sigt werden. Das Wertepaar A = 0 und B = 1 vereinfacht den Differen-
tialgleichungssatz (3. 12) und (3.29) zu 
d Eue~. b') = 2 f1(.. Ua. b 
ds (3. 1 0) 
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Setzt man zur Abkurzung 
K = 
und integriert (3.21), so erhält man unter Beachtung von (1.30) und 
u{s ) = u 
0 0 
(3.21) 
(3.22) 
(3.23) 
Die Kombination von (3.10) und (3.23) liefert die lineare Differential-
gleichung 
(3. 24) 
mit der (1 .30) und (1.31) angepass~en Lösung 
(3.25) 
Aus den Gleichungen (3.23) und (3.25) kann man die Strahlbreite und die 
Achsgeschwindigkeit berechnen 
l.t<1 ( s) 
b{s) = 
= K {S-So) ·Hloz. bol 
~~ {[K(s-so)+u,2b/]312- [r<(s 1-s.,) .+Uo2.bl]3iz} tu.., bl 
* {[ K ( s - so) + u ,1 bo 2? I .t- (X ( s 1- s,) + tt o t b 2. )31'} t u.., b/-
(K \S- S 0 ) + U..o2 bo'L ] N N~ 
Aus (3.27) ergibt sich fur s = s1 die Beziehung 
(3.26) 
(3.27) 
(3.28) 
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wahrend aus (3.26) mit s = s 
. 0 
hervorgeht. Unter Beachtung von (3.28) und (3.29) erhellt mcn als 
Lösung 
U.a.(s) 
b(s) • ~ {[K{s:-s.) + u.!bo~ f/1._ Uo'3bo3 } +uobo1 
[K (S-S0 ) + llo1 bo1 ] 11 
(3.29) 
(3.30) 
(3. 31) 
Dabei ist K gemcss (3.22) definiert. Für den Sonderfell b = 0 und s1 = s . 0 0 
vereinfachen sich die Gleichungen (3.30) und (3.31) zu 
ull (s) = (3.30a) 
{3.31 c) 
' 3.2 .2 System mit Be!"ücksichtigung der Kompressibil itöt der Luft 
Unter Beachtu:'lg von (3 .4) kenn man für den Luftstrom pro Zeitein-
heit im Querschnitt s schreiben 
(3.32) 
Damit ist das Dichtedefizit cn der Stelle s gegeben durch 
B·(s) = (3. 33) 
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3.2.2.1 Allgemeiner Fall 
Die in der Definition für die örtliche Blasensteiggeschwindigkeit (3.2) 
eingeführten Faktoren A und B werden zunächst als dimensionslose konstante 
Grössen mitgeführt. Sie haben den Wert 1, wenn die induzierte Wasserge-
schwindigkeit und die Relativgeschwindigkeit der Blasen von derselben Grös-
senordnung sind. Setzt man (3.6) und (3.33) gleich, so erhölt man nach 
kurzer Umformung die folgende Beziehung für das Dichtedefizit fe.- rCl. ( S) 
auf der Strohlachse : 
(3.34) 
Die KontinuitC1t der Wasserströmung führt unter Verwendung der Beziehun-
gen (l .21) und (1 :29) zur Gleichung 
00 
.A._J2.1rrudr = 2.Nf{D"cu.~o.b ds 
0 
(2.4) 
Ourch. Berucksichtigung von (1.25) und anschl iessende Integration erhält 
man daraus 
Die Impulsgleichung lautet 
Wenn man die Beziehungen (1.25) und {2 .l) einführt, ergibt sich nach 
Durchführung der Integration die Gleichung 
Setz man nun {3.34) und (3.35) ein, dann wird 
Ha • 2 g Q9 • 1 + A.l. 
~M HyNJp 'tf A · uo.JtJ~S.rNWW.ENH;yN F 
(3. 1 0) 
(2. 17) 
(3.35) 
(3.36) 
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Mit den Gleichunge!"l (3.10) und EP.P.~ hat man ein 'System miteinander 
gekoppelter Defferentialgleichungen für die gesuchten Grössen u und b 
a 
erhalten. Zusammen mit den Randbedingungen (1 .30) und (1 .31) ist 
das Problem damit formuliert. 
Die D ifferentiolgleichungen (3.10) und (3.36) sowie die Randbedingun-
gen (1.30) und (1.31) werden mit Hilfe folgender Transformationsg1ei-
chungen normalisiert 
E = '2. 9 O.o \4o 
1'( 
Die tr!lnsformierten Gleichungen lauten 
d.v = 
d.x -W 
d.d~W __ 1_. V 
" lx Awl-t'Bwv 
Die zugehörigen Randbedingungen haben die Form 
V ( )(' 0) = V 0 = u 0 62 A u bz. ( "\ ... A.1 )'- E- 1 
(3 .37) 
(3.38) 
(3.39) 
(3.40) 
(3.41) 
(3.42) 
{3.43) 
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(3.44) 
Fur dos vorliegende System der miteinander gekoppelten, nichtlinearen 
Different iolgl eichungen ist eine geschlossene Lösung nicht bekenn!. Man 
kann jedoch eine numerische Lösung berechnen, wenn die erforderlichen 
Anfangswerte vorliegen. 
3.2.2.2 Grenzfall sehr grosser Luftmengen 
Wenn die induzierte Vv'assergeschwindigkeit so gross ist, dass die Re-
lativgeschwindigkeit der Biosen vernachlässigt werden darf, entstehen die 
folgenden Gleichungen aus dem allgemeinen System, indem man A = 1 
und B = 0 setzt. 
d (uQI, bl.) = z o<. U.Q. b 
ds 
1-to 'Z.5 Qo{·H..\1.) 
1-\o + \-\- S: Ua. 
oder in normalisierter Form 
dv 
• -w 
~ 
d.x :IL -
1 V 
2. x . wl 
Die Randwerte sind durch (1.30) und (1.31) bzw. durch (3.43) und 
(3.44) gegeben. Fur das System der nichtlinearen Gleichungen ist 
eine geschlossene Lösung nicht bekannt. 
3.2.2.3 Grenzfall sehr kleiner Luftmengen 
(3. 1 0) 
(3.45) 
(3.46) 
(3.47) 
Wenn die induzierte Geschwindigkeit des Wassers gegenuber der Re-
lotivgeschwindigkeit der Blasen vernoch lössigbar klein ist, ergeben sich 
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mit A = 0 und B = 1 aus dem allgemeinen Fall die Gleichungen 
d {uo.'o'l.) =- 2 o<.ua.b 
ds 
d Eue~.l.bNF 
-
r~J r~. 
ds fe 
1-l\) 
l-10 + H- s 
bzw. in normalisierter Form 
d.v 
dx 
dw 
dx 
= -w 
=-
_1_ . ...i.. 
2.x w 
. 2. Qo 
L\tlb 
Die zugehörigen Randwerte sind durch (1.30) und (1.31) bzw. (3.43) 
(3.43) 
(3.49) 
(3.50) 
(3.51) 
vnd (3.44) festgelegt. Eine geschlossene Lösung des nichtlinearen Systems 
ist nicht bekannt. 
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:3_.3 :Luftblasen -- ·Dusenreihe 
·Eine ·Reihe von ·Einzeldusen wirkt ·mit Ausnahme -des 'BereiChs 'in ·un-
mittelbarer aüsenn~he wie ein Dusensctititz, ·sodass ·praktisch ein ·plansym-
·metrisches :Problem vorliegt. Die durch eine 'Düsenreihe ·einströmende luft-
-menge pro ·Breiteneinheit qo erzeugt das DiChtedefizit 
Das Dichtedefizit im Abstand s oberhalb des Schi itzes wird durch die 
Funktion (3. 53) beschrieben • 
(3.52) 
(3 .53) 
Verwendet man die Gleichungen (1.21), (2.2) und (3.2), so erhölt man 
noch der Ausführung der lntegrat ion 
3.3. 1 System bei Vernachlässigung der Kompressibilität der Luft 
Die Vernachlcssigung der Kompressibilität der Luft führt über die 
Gleichung 
fl ts) = pl.. = const 
auf ein konstantes Dichtedefizit von 
B (s) 
3.3.1.1 Allgemeiner Fall 
(3.54) 
(3.55) 
(3.56) 
Die induzierte Geschwindigkeit des Wassers und die Relativgeschwin-
digkeit der Luftblasen sind von gleicher Grössenordnung. Unter Beachtung von 
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(1.25), (2.2) und (3.2) liefern die Gleichungen (1.20) und (1.22) 
das Differentialgleichungssystem (3. 57) und (3. 58) 
d (ua b) 
ds 
d (ucr.1.b) _ ..J2 S 9o . fe- ~N. 
ds - R fe 
1 
A Ua,. +B 
-{1;)f AUb' 
Zu diesem Gleichungssystem gehören die Randbedingungen (1 . 30) und 
(1.31) 
b (s ) = b 
0 0 
Das System der beiden Differentialgleichungen wird mit Hilfe der fol-
genden Transformationsgleichungen normalisiert. Dabei sei l eine Be·-
o 
zvgslänge, z.B. (H + H) . 
0 
X = H0 + H- S = l 0 · X 
Als Ergebnis der Transformation erhält man das normalisierte System 
(3 .57) 
(3.58) 
(1 .30) 
(1 • 31) 
(3.59) 
(3.60) 
(3.61) 
(3.62) 
(3.63) 
dw = 
dx 
dv = 
dx 
-G w 
V 
Av•Bw 
mit den Randbedingungen 
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Das neuformulierte Differentialgleichungssystem (3.57) und (3 . 58) bzw • 
. (3.64) und (3.65) ist geschlossen nicht lösbar. 
· 3.3.1.2 Grenzfall sehr grosser Luftmengen 
(3.64) 
(3.65) 
(3.66) 
(3 .67) 
Y.lenn die Relativgeschwindigkeit der Blasen gegenüber der induzierten 
Achsgeschwindigkeit vernachlässigt werden darf, kann A = 1 und B• = 0 
gesetzt werden, und man bekommt das folgende System von Differential-
gleichungen 
(3.57) 
(3 .68) 
oder unter Beachtung der Tr.:msformationsgleichungen 
(3.69) 
V = ( 2 ()(. )1/l c 2L~ L V 
"'fft' 0 (3.70) 
in normalisierter Form 
dv w 
= dx y 
dw = ..::L 
dx w 
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(3.71) 
(3.62) 
(3.72) 
EP~TPF 
Die zugehörigen Randbedingungen sind für das System (3.57) und (3.68) 
durch die Beziehungen (1.30) und (1.31) gegeben. Transformiert lauten sie 
(3.74) 
(3.75) 
Es sei darauf hingewiesen, cbss d!e Transformationsgleichungen (3.69) bis 
(3.71) so gewClh!t wurden, dass die Grösse G, die in den Gleichungen 
(3.63) und (3.64) vorkommt in den transformierten Gleichungen nicht mehr 
auftritt. Eine Transformation mit Hilfe der Gleichungen (3.59) bis (3.63) 
ist grundstttzlich ebenfalls möglich. Statt der Gleichungen .. (3.73) bis (3.75) 
ergeben sich dann die Gl.eichungen (3.64), (3.66) und (3.67) mit A = 1 
undB=·O. 
Zunächst wird für das System (3.57) und (3.58) ein lösungsweg aufge-
zeigt. Wenn man (3.57) mit u b und (3.68) mit u 2b multipliziert, kann 
a a · 
~n aus den so erweiterten Gleichungen durch Multiplikation die Diffe-
rentialgleichung 
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d {u~ bF~ 
=.:..,:._.;:::...::;:;":.._ = 
d.s 
2o::. 
eR 
herleiten. Ihre Integration I iefert eine Beziehung zwischen u 2b und 
0 
u b 
a 
(3. 76) 
(3.77) 
Oie Integrationskonstante c1 ll:lsst sich aus den Bedingungen (1 .31) und 
b(s ) = b1 berechnen, so dass man die Gleichung (3.78) erh~it 1 
(uct. b) '?, = ( u1 6 .. ? + c2.fi. [ {uo.2.. b )3 - ( u)· b1 )3 } (3. 78) 
Setzt man u aus (3.65) in (3.54) ein, dann ergibt sich die Differential-
e 
gleichung 
d E~ ... b) 
ds (3.79) 
Fuhrt man u b aus (3.78) in (3.79) ein, so findet mo'n eine Differential-
e 2 
gleichung für u b 
0 
(3.80) 
Die Behandlung von (3.80) liefert das nichttriviale Integral 
C S + Ct = J{(u.,b,)\ fJ; [l u..~~F~ _ ( '-'<' b,Jl])'" d. ( u.,1 b) (3 .. 81) 
Fur den Sonderfall b(s ) = b 
0 
= 0 ergeben sich wesentliche Vereinfachun-
gen. So wird1 da die 
0
in (3.77) auftretende Integrationskonstante c1 gleich 
0 wird, die Achsgeschwindigkeit 
(3.82) 
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Gleichzeitig liefert (3 .54) unter Beachtung von (3 .82) 
(3.83) 
Das Aufsuchen der entsprechenden Lesungen für das normalisierte System 
(3.72) und (3.73) kann auf folgende \Veise geschehen. /V'(:ln isoliert in 
(3.72) w und in (3.73) v und mvltipliz!ert di~ b<!idc:1 ne·.Jen 
D E b • · ·· D · ~r . ' I . h es rge !'l!S 1st a:e NTt~rcnhatg ~~c vng 
die sich integrieren !esst zu 
Die l~aW;rctionskonstante ist aus den Bedingungen (3.74) ur.d (3.75) zu 
bestimmen. So ergibt sich die Funktion 
(3.84) 
(3.85) 
(3.86) 
Setz man (3.86) in (3.72) ein, so kommt man ouf eine Differentialgleichung 
für v 
(3.87) 
die nach Trennung der Variablen wie in Gleichung (3.81) auf ein nicht-
triviales Integral fuhrt. 
v=w (3.88) 
und U ber (3. 72) oder (3. 73) 
V= W = -X+ C4 (3. 89) 
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Mit v
0 
= 0 gilt .c4 = x 0 und damit 
v=w=X -X 
0 
(3. 90) 
Die Transformationsgleichungen (3.70) und (3.71) laute:1 unter Bec.chtung 
von (3. 90) 
(3. 91) 
(3. S>L) 
Der O•Jotient V /'N I iefert 'die Achsge!:chwindigkeit. 
(3. 93) 
wöhrend der Quotient vl /V unter Becchtung von (3.62) d:e s~rWNliibreite 
ergibt 
(3. 94) 
Setzt man in (3.82) den Ausdn:ck C gerrc!:s (3.69) ein, so findet r.1on 
(3. 95) 
3.3.1.3 Grenzfali sehr kleiner luftmengen 
Die Vernachlässigung der induzierten Wassergeschwindigkeiten gegenUber 
der Relativ geschwindigkeit der Blasen (A = 0, B = 1) führt auf das 
folgende Gleichungssystem 
d.(uo.b) 2 
ds = -v? u(l. (3.57) 
(3. 96) 
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mit den Randbedingungen (1.30) und (1.31). 
Setzt man zur Abkurzung 
so kenn man aus (3.96) herleiten 
u..f b = E s + Cs-
Aus (1.30) und V (s ) = u lc::sst sich die Integrationskonstante c5 
a o o 
berechnen. Damit er~ibt sich ovs (3.98) 
(3. 97) 
(3. 98) 
(3. 99) 
Multipliziert man (3.57) mit u b, so erhält man unter Berucksichtigung 
0 
von (3.99) eine Gleichung für u b 
0 
(3. 1 00) 
Durch lr.tesratio!"l find~t rr.cn 
- 7 ~ f 2. . - ( \2 I , ,I 
- C "- _,__  Uo !:::: ':> + c::. S - ~ / '? 
6' '\·r.;,: .. c c;, ·-"'J (3. 10i) 
Die Randbedingungen (1.31) und b(s 1) = b1 geben die Mögiichkeit, die 
lntegrationskon:;tonte c6 zu ermitteln. Damit erhält man 
(3. 102) 
Dividiert man (3.99) durch (3.102), so ergibt sich ein Ausdruck für die 
Achsgeschwindigkeit 
= u...,l.b,+E(s-s,) 
{(u.,b .. )'l. + ~ {2u~T.bM E!;JsNFH E [(s-so)2 - (s1-so)1]}r11. (3. 103) 
Die Strahlbreite erhellt man ähnlich zu 
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(3.104) 
Im Sonderfall b(s) = b
0 
= 0 gelten die vereinfachten Gleichungen (3.105) 
0 
und (3.106) 
Ersetzt ma!l in der Gleichung für die induzierte Achsgeschwindigkeit 
~l · b1 als FunkHon von u0 b0 , so erhält man 
u.~ :::; u o
1 bo + E ( s - s~ :..L-------{u.~WZ·Dbo2H ~ {2.u.02.b,. (s-s.) -t t. (s-s.)2 }ri2. 
(3. 105) 
(3. 106) 
(3. 1 07) 
Für den vor\ iegenden Fall kommt man wegen b = 0 zu einer vereir.fach-
o 
ten Gleichung 
(3.108) 
Dieselben Lösungen ergeben sich, wenn man vcn dem norme! tsierten Syste'11 
(3 .64) und (3 .65) ausgeht, das wegen A = 0 und B = 1 nun folgendes 
Aussehen hat : 
d.w 
dX' 
dv 
dw -1 
(3.64) = (3. 109) 
(3. 11 0) 
Die transformierten Randbeding•Jngen sind in (3.66) und (3.67) angeschrie-
ben. Die Gleichung (3. 110) I iefert nach Integration und Beachtung von 
(3.66) 
v=v +X -X 
0 0 
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(3. 111) 
Geht man mit v in die Gleichung (3.64), so erhölt man eine Differen-
tialgleichung für w 
(3. 112) 
deren an (3.67) angepasste Lösung wie folgt lautet : 
Ersetzt man in der le~zten Gleichung w1 dvrch w0 , s:> erhc!~ rr..Wo~ 
Die Transformai·ionsgleichungen (3.60) und (3.61) nehm~n nun folgende 
Formen on 
Die Quotienten V ;Yv ond vl /V I iefern die ge~·gchten dröW;!;~n u und 
0 
b. Unter Beochtung von (3. 114) er!JWWWWi~ ~cn 
als Ausdruck fur die induzierte Achsgeschwindigkeit. Die Strahlbreite 
ist 
(3. 113) 
(3. 114) 
(3. 1 i5) 
(3.116) 
(3. 117) 
(3. 118) 
- 55 -
Fur b(s ) = b = 0 ist von v = w = 0. Beachtet man noch (3.62), 
-o . o o o . 
dann erht!lt man die in (3.106) und (3.108) aufgezeigte!"! iösign~sJ
gleichungen. 
3.3.2 System mit Berücksichtigung der Kompressibilität der Luft 
Unter Beachtung von (3.4) kann man die im Abstand s obe:-halb 
des Schi itzes pro Zeiteinheit ankommende Luftmenge wie felgt be-
schreiben 
Für das Dichtedefizit cn derselben Stelle gilt die Gleichung 
B \s) = f(t - f'- . ·_ß · ~.I Ho ~e. 'r\o+\\-s 
3.3.2 .l Allgemeiner Fa ll 
(3. 119) 
'3 1 "'0' ~ . ..:... } 
Falls in der Gleichung (3.2) be ide purWWma~CWen von deWJ~e ~~~r. Grös-
senord:1ung sind (A = ß = 1), kommt man durch d l eichsc~zvng der b<!icien 
AusdrUcke (3.54) und (3. 120) zur Beziehung 
(3. 121) 
Die Kontinuitct des Wassers führt, wann man von den Beziehungen (1 .22) 
und (1.29) ausgeht, zu der Gleichung 
OQ 
d...~ j 2.. t.t d..n =. 2 cl. U.ca. 
0 
aus der sich durch Integration (3. 57) unter Beachtung von (1. 19) 
d. \ U.« b) = 
ds 
ergibt. E;ne zweite Gleichung liefert der Satz von ·der Erhaltung des 
Impulses. Fur 6 = 'il/2 ergibt sich aus der Beziehung (1.20) 
(3. 122) 
(3.57) 
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_4_(Jooz Q1. d n) = Jooz f~J f 9 d." ds oe. 
0 0 \ 
(3. 123) 
Setzt man u gernäss (1.25) ein, so kann man die linke Seite der Glei-
chwng (3.123) integrieren. Das Integral auf der rechten Seite dieser 
Gleichung lässt sich unter Beachtung von {2.2) berechnen. Aus der Bezie-
hung (3. 123) bekommt man nun die Gleichung 
1 (3.124) 
• 
Die beiden Gleichungen (3.57) und (3.124) stellen ein System miteinander 
I 
gekoppelter Differentialgleichungen fur die Strahlbreite b und die Achs-
geschwindigkeit u, dar. Dabei sind die vorgeschriebenen Randbedingungen 
a 
b (s ) = b 
0 0 
(1. 30) 
(1.31} 
zu beachten, mit deren Hilfe die gefundenen Lösungen bestim.mten Fällen 
anzupassen sind. 
Die Differentialgleichungen (3.57) und (3. 124) sowie die Randbedingungen 
(1 ;30) und {1.31) werden mit Hilfe der folgenden vier Transformationsglei-
chungen normalisiert 
(3. 125) 
(3. 126) 
(3. 127) 
(3.123) 
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Die normalisierten Gleichungen lauten 
dw = _ _y_ 
d'IC w 
d.v 
= dx 
- _1_. w 
x Av+Bw 
(3 .73) 
(3. 129) 
(3. 130) 
(3. 131) 
Das vorliegende nichtlineare Differentialgleichungssystem ist geschlossen 
nicht lösbar. 
3.3.2.2 Grenzfall sehr grosser l t:frrne!""2en 
Für den Fall, do:ss die o~lativgeW;chwinoigkeit der ß!as~n se2e:-1über 
der induzierten Achsgeschwindigkeit des sloss~rs ver!"loch!ässi:;bor klein ist, 
kenn A = 11 B = 0 g~setzt wc:-d:m, und es ergeben sich d:e folge:"'.der. 
Gleichungen 
dEu~~F = 
ds 
'2.d.. 
-- U.a. 
...fi 
oder in normalisierter Form 
dw 
-= d.x 
_..:Y_ 
w 
dv __ 1_ . ~ 
cix :: X V 
( 1 .L. .\. 't ~N!t. 
'1.-l o-
(3.57) 
(3. 132) 
(3.73) 
(3. 133) 
Die Randbedingungen sind wieder durch (1.30) und (1.31) bzw. (3.130) 
und (3.131) gegeben. Eine geschlossene Lösung des Systems ist nicht be-
kannt. 
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3.3 .2 .3 Grenzfall sehr klein er Luftmengen 
Wenn man die induzierte AchsgeschwindiGkeit des Wassers gesenuber 
der Relativgeschwindigkeit der Blasen vernachlössigen kann, erhält mon 
das Gleichungssystem 
d (ucx.b) 
= 
cls 
..ff 9 Clo . f'e - f4 , 
R ~e. 
~M • _1_ 
DrtoH~Js /lU. 0 
welches mit Hilfe von (3.125) bis (3.128) in das normalisierte pys?e~ 
dw = _.:::!..... 
d.x w 
dv 
d.x ::-:--. 
1 
X 
{3.57) 
(3. 79) 
(3.73) 
(3. 134) 
trcnsfc:-miert werden kan!'1. Dos pyste~ d~r Diff€fer.t ia;s;lek:, ,mgcn lä~st 
sich geschlossen lö$Cn. Dabei sind dle Rcnc!bedingunge:: (1.30) und (1.31) 
zu beachten. Setzt man zur Abkürztmg 
A = .,/2: ß <1 \1., '? .. - <?'" 
·fi't:.u..b ~e 
(3.135) 
so I iefert di ~ lntegrct ion von (3.79) den Ausdruck 
u~ 1 b = C,- a. fYI ( ~o + 11- s) (3. 136) 
Aus der Randbedingung (1.30) und mit u = u(s ) lösst sich die Integrations-
c 0 
konstante C 1 berechnen. 
C 1 = U o t bo + A ! l1 ( 110 + 1-\ - S ) . (3. 137) 
Setzt man nun (3. 137) in (3. 136) ein, dann ist 
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(3. 138) 
Multipliziert man (3.57) mit u b, so ergibt sich bei Beachtung von (3.138) 
0 
eine Gleichung für u b. 
0 
(3. 139) 
Durch Integration erhält man daraus 
Mit Hilfe der Randbedingungen (1.31) und b(s1) = bl wird d;e !n~~gr~­
tionskonstante c2 ermittelt. 
C2 = (u,b,)2 - ~ EsIEuNJboHAtnEeM~tyJ s .. )J 
+ A ( ~ .. + H -z1) f tl'1 ( h~ J. 4-s)- 1)). (3. 141) 
Durch Einsetzen von c2 in (3.140) fi:1det rr.an 
\ 
- A { ( 'Ho-+ ~ - s 1) ~ n ( H o ~ t\ - s 1) - ( U. ~ -+ ~y - s ) f n t ~ \) + ;~ - ~F } ) (3. 142) 
Dividiert man (3.142) durch (3.138), so bekom:nt man als Strahlbreite 
b = {(l-l 1 b 1 ) 1 + ~ ( [s-s1)[u.. 01 bo+ ~H~ tnE~oJHNNJs~Fg 
-A(H 0 +\-I-s1) fnEN4oHeJsDfFHA{lJi.·4Jy.~JsF ln(t\o-+H-s))V (3.143) 
fl..lo'lbo + A. tn (Ho;\-\- so)- A 1n Etlt~H H-s)] 
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Die Bedingung (1.30) bietet eine Möglichkeit, aus (3.143) u
1
2o
1
2 
zu 
berechnen. 
(3.144) 
Ersetzt man in (3.143) u1b1 entsprechend der Gleichung (3.144}, dann 
nimmt die Funktion für die Strahlbreite folgende Form an : 
b = {u.,.1 b,.2 + ~Ex c; -s,.][u.J 'o,.+ A}(H,.+ H-s) [tn E~ .. + H- s,.) 
- { n (Ho+ \-\- S )J) }/[u.J b0 + A [ {n ( 1-t.+ H- S0 )- t n Eeo~ I{- s )} ] 
Für den Sonderfall b = 0 fir.det man die Gleichung 
0 
Wenn man aus den Gleichunsen (3.138) und (3.145) einen Ouotien+en 
bildet, ergibt sich o:ts Oucdrct der indt:zierte;, Achssesc:"lwindigkeH 
Ersetztman u 2b unter Beachtung von b(s1) = h1 u:;d (1.31) ~owie 
u
0
2b
0
2 
aus E~. N~FI don:1 erhält man für d ie Nycnsgeschwrndi.;i~ ir den 
nachfeigenden Ausdruck 
U.a.= [ufbl+A{n Ho+H-s1 ]./ 
H,. + \-1-s 
[v. 11 b11 + ~ ([s- s1J[u.l"b1 + A { 1- {n ~WH~ ~= :: }] 
Ho+ eJ~. ) Ho• H- !;•)J 1lc. 
-A{I-l,.-tH-s) .{n eI.u~Js + AEeo"DeJ~ {n ~I.NJ4·pN 
(3. 145) 
(3. 146) 
(3. 147) 
(3. 148) 
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Wenn in der Randbedingung {1.30) b = 0 ist, dann kann man cus (3.147) 
. 0 
eine einfachere Beziehung für die Achsgeschwindigkeit herleiten. 
Uo.. = H. + \i- So )}1f2 
Ho+l-1-s 
Berücksichtigt man noch (3. 146), dann findet man für den Sonderfall 
b = 0 
0 
Bei der Auflösung des entsprechenden normal isierten 
Systems (3. 73) und (3. 134) lc:;st sich wie fo! gt verfahren. Avs (3. j 34) 
erhält man durch Integration unter Beachtung von (3. 130) 
. 9 t 0 
V=V +'ln-
o X 
(3. 149) 
(3. 150) 
(3. NR~F 
Setzt man (3.151) in (3.73) ern 1 denn f~hrt eir-,e kurze Umfor!nung r;uf 
d re D i fferen ~ ial gl e ;chung 
(3. 152) 
Ihre Lösung unter Berücksichtigung c!~r oooWc~~dirsi•r.s DEP.iPNF i~ t 
(3. 153) 
Die Transformationsgleichung (3. 126) und (3. 127) lo;.;ten unter Peoch~ung 
von (3.151) und (3.152) 
(3.154) 
(3. 155) 
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Für die weitere Rechnung werden noch zwei Beziehungen bereitgestellt 
W;l. = u..o1 bo1 cJ~u.b4 t 1t X")- 2. [( 1-\-Vo)l )(1-Xo) + x1 {"' Xo J 
X'\ 
Der Quotient W2/V ergibt eine Gleichung für die Strahlbreite 
(3. 156) 
(3. 157) 
(3. 153) 
Die Gleichung für die induzierte Achsgeschwindigkeit liefert der Quotient 
V/W. 
(7 l1o-+ \-\-s. + ..- -1 (H . u_<') J DhsHiJyJ~ ,J·I112 
't.t1 }-Ub o'T r. "'i '\.Y1 
Ho+ 14 - 5 H., + 11 - s 1 J · 
Wenn man in den Beziehungen (3.158) und (3.159) Fu.b-1 = A setzt, gehen 
sie in die Gleichungen E~.N4RF und (3.148) über. Im Sonderfall b0 = 0 
gelten die entsprechenden Ausdrucke (3. 146) und {3. 150). 
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4. Auftriebstrahlen in bewegtem, homogenem Medium 
4. 1 Vorbeme rkiJ ngen 
Eine Ouerströmur:g des Empfcnge rmediums bewirkt eine Umlenkung des At.•f-
triebstrahls aus der vertikalen in Richtung der Querströmung. lnfo!ge der 11 Um-
strömung 11 des Auftriebstrahls im axialsymmetrischen Fall bzw. der aurchs~römung 
des ebenen Auftriebstrc hls ist die Voraussetzung eiiler hyd rcs rc~ischen Druckver-
teilung im Strahl nicht mehr erfUIIt: dieser Tatsache wird in den Ans:j tzen 
global durch EinfUhren eines Widerstond:::beiwertes Rechnung getrcgen. 
Die analytische Behandlung des ptro~ ls in einer Ouerstrcmuns; erfo~g!J so, cc!3 
fUr den Strahl entlang R~iner nunr.:ehr gekrvmmten Achse (s,S) die in d~ WN f rü~eJ
renKapitelnhergeleiteten Beziehungen in entsprechend mod ifizierter Form 
gelten. Der Krümmungsradius der Strohlachse wird hierbei stets cls .sehr groß 
im Ve•Gi· .. c~N zu den Strchlabmessur.gen ar1genommen, so daß der Einfluß der 
R• ht • • d ' •• • • I t' • I I •I f rc unc:.cn erun-:: vnoer : ..o ~hsrcn roi o ,e:cen r(C:: f"'J. 
~ ..., ~ 
Das Geschwindigkeitzfelc! wird nun in ;\nlennung cn die dieid~u~s2nEN.2PF 
beschrieben durch 
-r2 
u ( s Ir I e ) :: UH cos e + Uc. ( s J e ( 4. 1) 
Als Randbedingungen kann man für bestimmte Punkte ( xi , z i) ::!en f:nlei-
tungswinkel e I d~e Strahlbreitebund die Achsgeschwindis keit uc vor-
geben : 
e (X 1 Z ) = e {4.2) 
0 0 0 
b ( x1 zl) = bl {4. 3) I 
uo (x 2' z2) = u2 (4.4) 
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FUr die hier zu untersuchenden Föfle wird x. = x und z. = z fUr i = 1,2 
I 0 I 0 
angenommen. Damit ist es möglich, von den "Anfangswerten II X ' z ' e I 
0 0 0 
b und u zu sprechen. 
0 0 
FUr die Vertikal- und Horizontalkomponente der Geschwindigkeit 
U : U ( S 1 r e ) Sin e 
V 
.(4. 5) 
Uh = U ( $1 r 1 e )COS e • (4. 6) 
erhält mcn mit GI. (4. 1) 
U - r2 /b2 H ... 
uv= 2 sin(28)+u0 (s) ·e sine (4. 7) 
und 
cos e (4. 8) 
ln Ermar.glung besserer lnformaHon wird für das Dichtedefi:.>:it eten-
so wie für das Geschwindigkeitsprofil als e rste Näherung eir"e Gouss'sche 
Verteilung angenommen ~emöß 
g e - g ( s, r , e ) = ( g e - g0 { s ) l e 
Als Einmischhypothese wird im vorliegenden Fall angesetzt, daß 
die Menge des pro Längeneinheit der Strahiochse eingemisc~ten 
Fluids proportional dem Einmischquerschnitt am r.ominelle!"l Str·:Jhl-
rond und dem Betrog der Differenz der Geschwindigkeitsvektoren 
Uj und UH ist: 
,-..v ~ 
d Q :: I u : - UH I 2 n: b a. = Q , 
d 5 J 
........ __...._ 
(4. 9) 
(4. l 0) 
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FUr den zweidimensionalen Fall gelten die folgenden Beziehungen 
Uv = u ( s , n I 0 } s in e 
uh = u ( s,n,0) cos e 
UH -r.2/b2 
uv = T sin ( 29) + Uc (s) e sir. e 
2 -n2tb2 
uh=UHcos 9+ua(s}e cose 
- n2!{ Ab) 2 
ge-g(s,n,9) =E~eJga<sF}e 
Aus der Geometrie e rgeben sich die beiden Gleichungen 
d X = COS 0 
d s 
dz = sin e 
ds 
4. 2 Axial symm<:!trischer Auftriebstrahl 
Das Dichtede.c:zit d~s AufW· rieb~trahls is~ ges;e be:o eure!: 
8 ~~Jgo Q 0 = g 0 ge 
Im Abstand z oberhalb des Austritt'7.)uerschnitts ergibt sich 
aus der Definition 
00 
I eo-g S(zl= 2TtrE~F g·uvdr o ::.e 
unter Beachtung von (4. 7) und (4. 1 0) ncch Ausfuh rung 
(4. 11) 
(4. 12) 
(4. 13) 
(4. 1ii) 
{4. 15) 
(4. 16) 
(/ i 7) \ 'Te I 
(4. 18) 
(4.2C) 
(4.21) 
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der Integration die Beziehung 
Zu beachten ist, daß hier die htegrationsgrenze nach wie vor zu 
Unendlich angenommen werden kaWJ~nI da das Dichtedefizit mit zu-
nehmendem Radiolabstend gegen Null geht. 
Aus der Kontinuitötsbedingur.g· fUr das Dichtedefizit folgt, daß 
sich dieses mit z nicht öWJ~dern kann und somit ( 8 (z) = B ) sein 
0 
muß. Aus den Gleichurgen (4.20) und (4.22) folst somit 
~eJ~aEsF = ER>bDJ~lF 
~e ~e 
Die ho~.D ·W; i WJö t der Wasser$trömv;;g fUhrt gr::mcß GI. (4. 10) cuf 
ro 
~ 5 j 2 n r u d r = 2 n et b I ~ j - ~e I 
0 
wobei gemäß Bild 4.1 gilt 
I I ( U 2 . 2 r'\ 2 ) j /2 U j - UH = H · s 1 n o + u a 
""- ......., 
Unter Beachtung von (4. 1) ergibt sich somit 
(4.22) 
{4. 23) 
(4. 24) 
I ' 2 -) !,4. ) 
ro -r2/b2 2 2 2 1:'2 ~s j 2n r ( UH cos 8 +U0 (s)e )dr::2no.b{UH sin 6•ua (s)) (4.26) 
0 
Bei der Integration der linken Seite ist zu beachten, daß der ert ·.e 
Integrand fllr sehr große Werte von r nicht gegen Null geht und· des-
halb nicht bis (r = co) integriert werden kann. FUr das erste Integral 
0 
wird daher als obere Integrationsgrenze ein Vielfachescer nominellen 
Strahlbreite b gewählt, 
r = G · b 0 • (4. 27) 
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während fUr das zweite Integral (r0 :: ex>} ansesetzt werden kann. 
Nach AusfUhrung der Integration ergibt sich hiermit 
Dadurch, daß der Fcktor ß als Vcrial::ie beibe!;c[ten wird, is~ 
es möglich, den Einfluß der veränderlichen Integrationsgrenze 
im ersten Integral weiter zu verfolgen • 
• 
Definiert ma~ die je Einheit der Eogenlcnge c~.rf de:-1 Strchi 
wirkende Druckkraft iniJolo~ c~r lucrs~rörrDgiinC Z\J ~ V 
UH2 2 F -c ·g - ·sin El'"2b 0- 0 e 2 
dann Iossen sich nunmehr die lrr.pu!sglcicnun~~~n in x- und z -
R. !..." b ,!c ... ung onge ·en. 
Der Impulsfluß in x- Richtung erfährt eine Är.derung a:Jfgn..:nd 
der Tatsache, daß das eingemischte Fluid oereits lr.-:puls in 
R• ht b • t L d f d 1 D 1 1 r' 1 Q x- 1C ung es1 z1, un au grun oer rucKKrarr cer. uer-
strömung : 
ro 
.fL j2rrr~eu 2 cos8dr=2ncrgebirjJref UH+F0 sin8 ds 0 ......., -.. 
Entsprechend ändert sich der Impulsfluß in vertikaler Richtung 
infolge des Auftriebs und der Druckkraft: 
ro ro . 
_9_ J 2nrgeu 2 sin0dr=J EgeJ~Fg2nrdrJcM cose 
ds o o 
Aus den Gleichungen (4. 30) und (4. 31) folgt nach Einsetzen 
der Beziehungen (4. 1), (4. 9), (4. 23), (4. 25) und (4. 29), 
Ausführung der Integrationen (mit lnteg~ationsgrenzen en~spre­
chend der Behandlung von GI. (4. 26)) und einigem Umformen 
(4. 23) 
(4. 29) 
E4.P~F 
(4.31) 
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={ge-go} . 'gOo -uH2b· sin2ecose 
go s ii"F d{rec~s dH u-: c-J_) 
l +A.L. 
Mit den Glci::hungen (4.18) , (4.1 9)1 (4 . 28) , (4.32). und (4.33) 
stehen nun 5 miteinandergekoppelte Diffe rentialgleichungen fUr 
die Berechnur.g der fUnfUnbekannten x 1 z 1 G, u und b a a a 
z u r Verfüoun-::. A ls unb~kar.r>tc b~iwe r~e sind in deW~ dioicr W.;~oen ~ ~ " 
d ie Variob:en o.,A.,Co ( sow:e ~ f ur ci •?- h~·escc~ i W;!"W·; ~e ~I W>W ~F cr>t-
hal ten . 
Durch Einführen einer ß~zugsl önge 
lI...I·~m · 
l H H H ' J ~D· ·' H \'/ ~ ~ r • · ~~ o= o• w i. o= ---; w =' G.::l :J:? ,k;e 
Yv:9 
und einer Se:wgsseschwindigkeit 
2 1/5 
Uo = ( 9 °ol 
können folgende dimensionslose Größen definiert werden: 
x::x/L 0 
z =z I L0 
s = s/ L0 
b: b/ Lo 
ua=ua/Uo 
UH=UH/uo 
(4. 32) 
(4. 33) 
1- .. • ~ • I "' ) 
· . . • ....-+ 
(4. 35) 
(4. 36) 
(4. 37) 
(4 . 38) 
(4. 39) 
(4 . 40) 
(4. 41) 
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Die Substitutionen 
wh=wcose 
Wv ::.w sin 8 
geben dem Differentiolgleich;.;ngssystem eine übersichtliche Form: 
dx 
-- c"'" e 
d s - -' 
dz . t=\ 
ds =s1n o 
d V - - 2 2 - 2 - 1 /2 ds =2<lb(UH sin 8•ua (sJ] 
Die zugehörigen Randbedingur.gen mrs~en ebenfalls ent!:prechend 
normalisiert werden. Das vorliegende System lcßt sich geschlossen 
nicht lösen. Bei bekannten-Anfangswerten kann das Syste:n jedc-.;h 
numerisch z. B. nach Runge - Kutte berechnet werden. 
(4. 42) 
(4. 43) 
(4. 44) 
(4. L6) 
(4 . 47) 
(4 . .!9) 
(4. 50) 
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4. 3 Plansymmetrischer Auftriebstrahl 
FUr das Dichtedefizit des plansymmetrischen Auftriebstrohls 
gilt om Austrittsquerschnitt 
und im Abstand z 
oder, unter Beachtung von (4.11), (4.12) und {4. 16) nach 
Durchführung der lntegrati_on 
Aus der Kontinuitcrsbed:ngung (B(z} =const = ßo foWg~ 
. 1 ge-ga (s) = ( qe- go l qo 
:?e ge Vri7\b ( r~ sin\2 G}+ usil~~Js; ) 
Die Kontinuitätsgleichung der Wa:;ser:;.trömung 
liefert mit Hilfe von (4. 11) 
(4.51) 
(4.52) 
(4. 53) 
(4. 54) 
(4. 55) 
d r o n 2/ b 2 2 2 V2 
ds j 2 ( UHcos e +Ua[s}e- ) dn =2 C<.[UH2sin 0+U0 ts11 ( 4.56) 
0 
unter Beachtung der lntegrdtionsgrcnzen entsprechend GI. (4.26) 
~s [( ~Jrecos 0+u0 (s)) b] = V* [uH2sin20•u2tsll 112 {4. 57) 
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Die Impulsgleichung in x- Richtung lautet 
~ ~ ~s J fe u2cos edn • 2rxse [ u~ sinze + u~ Ls)] . UH + F 0 sin e 
0 
und in z- Richtung ergibt sie 
ro ro 
Js j S'eu2sin 0dn:j g(&>e- _p)dn -F0 cos e 
0 0 
wobei die Druckkraft infolge Querströmung formal wiederum 
definiert wird zu 
Nach Einsetzen der Beziehungen (4. 11), (4. 16), (4.54) und 
(4. 60) in die lmpulsglei chungen (4. 58) und (4. 59) und ÄtJs-
führung der lntegrotioPen ergeben sich fol gende Beziehungen 
!L [( ~_@ LJH2cos2 0 + 2 f2 Uu u0 (sl c Ds 8 ... u}r s )) !:> sin 81 = ds y ''"' ·' .... J TIJL _ ' 
~ _,.., 1 '2 /"r. . l"'o ~ C!] ~ ~ , 
_ ( :sr,- ~ lJF v~ ·· ~ .o . _ - - .. ""=- U l .. s;nLS c:c;s G 
- Se sin 8 (UHcos9+ +ll..) Y2rr H }l+A'-
Mit den Gleichungen (4.18), (4.19), (4.57) , . (4.61) und (4.62) 
stehen fUnf miteinander gekoppe!te Differentialgleichungen für 
die fUnfUnbekannten x , z , G , u tm d b zur Verfügung, 
a a a 
in denen die empirischen Beiwerte cX., A und c 0 enthclten sind. 
( ' 5"')\ ..,. . - / 
(4. 59) 
(4. 60) 
(4.61) 
(4. S2~ 
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Unter Verwendung der Bezugslänge 
Lo =Ho+ Hw 
und der Bezugsgeschwindigkeit 
u 0 = ( g q 0 ) 1/3 
wird c!as dleichung~ystem mit Hilfe der Gleichungen 
(4. 36) bis (4.41) dimensionslos gemacht. Mit den 
Substi tuti oilen 
Wv=W sin 0 
bekommt das Differentialgieichur.gssystem folgende Form: • 
dx ds =cos e 
dz . 0 ds=sm-
dwh 2 oc - - 2 . 2 - 2 - ]V2 Co - 2 3 
-d- = ,r-;;;UH[UH sm 8+u0 (s) + --U ·sin 8 s r rr/2 Y2TI H 
dw · ~ -q V21rr Co - 2 2 
__ v = ( e o) 1 •• - -= UH sin 8 cos 8 
- ~ U 'S 1/ ds e EÜ·~cosMH 0 ' 1 }sinG r2n 
I Yl+A2 
(4. 34) 
(4. 63) 
(4. 64) 
(4. 65) 
(4. 66) 
(4. 67) 
(4. 46) 
(4. 68) 
(4. 69} 
(4. 70) 
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Die Randbedingungen (4.2), (4.3) und {4.4) liefern 
fUr den Ursprung ( x = z = 0 fUr s = 0) nach der 
0 0 
Transformation folgende dimensionslose Beziehungen: 
Als Anfar.gsachsseschwind!gkeit wird gemäß [8] in 
Anlehnung an [241 di~ Achsgeschwindigkeit d~s klcssi-
schen Auffriebstrahls in PJhendem Medium eingesetzt: 
- - r Vt.t-.2 ] 1/3 
Uao- r -
.. 'I 2 ( 0(.. 
Die Strahlbreite o0 im rrsp~sMNg wird a!s endlich ur,d von rW~ll 
verschieden angeno".,men; sie wird au :> dem (empirisch err.1 i t-
I ) Ab d • t ft l • • L Uf lf .J h te ten ston z zw1scnen ana y<Nscn~Jn rspr:.mg - c .. 
0 
dem Ort, an dem bei ot.k~wcrts8xiDro!WDoWcWti WyJW :h> v :::>i i o•;s.J~!D;·J
. ~ 
b'ld S ~ ld •· S 1 !' · I · · ' 1 r · · 1 eten ~römurWgR.e :=s o re rran ~ rcr~c b g s:cn !'<U• i ··;i'"<-.::en 
würde - und tatsöch! ichem Austri ttsquers·:hnitt bes ·WJi~mt gemäß 
der Beziehung 
Aus den Definitionsgleichungen (4. 64) und (4. 65) ergeben sich 
hiermit die Anfangswerte fUr v und w: 
-[2ß- - - J-Vo- -r=- UH cos 00 + u00 b0 Vn 
(4.71) 
(4. 72) 
(4. 73) 
(4.74) 
(4. 75) 
(4. 76) 
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Es sei hier noch angemerkt, daß sich noch GI. (4. 64) die 
dimensionslose Breite b angeben läßt als 
Substituiert man (4.77) in (4.65), so erhält man eine quadra-
tische Gleichuno fUr u mit der Lösung ~ a 
- w - ~rWW [ w - .I~ 2 
u0 = 2v -UH v2cosG! t 2v -UH·v2cos8} + 
2ß w - ~~ ) 1/2 + - · UH cos 8 (- - UH v 2 · cos G ) Yn V 
Das Differentialgleichungssystem (4·).6), (4.47), (4.68), (4.69) 
und (4.70) ist geschlossen nicht lösbar, kann jedoch bei Vor-: 
liegen entsprechender Anfangswerte numerisch gelöst werden. 
J 
I 
I 
.. /S · dnl 
-+-f.......l.- .---1. .-----· --·-- -- ---
X 
(4. 77) 
I 
( 4. 78) 
BLD 4.1 BEZUGSYSTEM FÜR LUFTSTRAHLEN IN b~ysbdTbM WsWplW.;~.N 
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5. Luftblasen in bewegtem, homogenem Medium 
5. 1 sorb~merkungen 
Das Strömungsfeld eines Luftblasenschleiers unterscheidet sich 
von dem im vorhergehenden Kapitel behandelten Auftriebstrahl in 
zwei wesentlichen Punkten: infolge der Kompressibilität der Luft 
ist der Auftrieb über die Wassertiefe nicht konstant, sondern wächst 
mit abnehmendem Druck, und infolge der endlichen Blasengröße 
steigt die Luft nicht mit derselben Geschwindigkeit auf wie dos 
umgebende Wasser, sendem weist gegenüber diesem eine Schlupf-
geschwindigkeit in vertikaler oicht~ng auf. 
Diese Besonderheiten können in der analytischen Behandlung gemäß 
Kap.4 formal berücksichtigt werden, wobei jedoch einige konzeptio-
nelle Schwierigkei ten entstehen : 
bei der Berücksicht~W;ung der hompressib!li~öt c!~r L:.Jft w:rd s~ets 
eir.e hydrosta tische Druckverteilung im gesamten Gewä sserkörpe r 
vorausgesetzt, während in Kap . .4 :;ezeigt wurde, doß diese Vor-
a ussetzung für Strah len in e iner Que rströmung r.icht zutr:fft. 
A l I I• d"" ~. .. K ' . ' , d + J . I 1 erorna~ 'Jrnen c:e onReo~I;erW tJ~n c~r 'l;cr.r- ny rcWW..c. r s cI~er. ~ I 
D k ' ., f I A r: • I I . k ' . . . " I ruc ve rrer ung a u oen u. tneo re.-::t1v re::1 sem, s::> ac :.) ccr 
vereinfachte" hydros~atische" Ansatz vermutlich au5reichend ist. 
,. A h . s h! . . G I L .. • • • • a:e c se e1nes tra s :n etner · runas . rc.or.~ .. ;ng 1S : gege'l c ,e 
V "k I . I • I• !') I .. ~ . I • I "t e rb a e genergt, wo;1mgegen a:e J\e onvge RC.fD.s ! n Cff gW<~ ! 
der Luftblase n gegenübe r dem Wmser ste rs en rge;en de r Richtur.g 
der Schwerkraft gerichtet ist. Dies bedeutet, daß die Horizontcl-
komponenten von Wasser- und luftgeschwind!gkeit gleich si nd 
und sich nur die Vertikalkomponenten um den Schlupf 6 ub . 
un te rsche iaer.. 
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wenn die pchlupfges~hwindigkeit der Biosen einen Winkel 
gegenOber der Strahlachse aufweist, dann ist denkbar, daß 
der Ort der maximalen Geschwindigkeit nicht notwendiger-
weise mit dem Ort de s größ~en Dichtedefizi ts identisch ist, 
sondern daßsieh Geschwindigkeits- und Konzentrations-
maxima mit zunehmendem Abstand vom Ursprung immer weiter 
voneinander trennen. Eine solche Trennung ist in dem in Kcp . 4 
konzipierten Modell des Strömungsfeldes nicht mögl ich . 
Trotz dieser Bedenken erscheint es gerechtfertigt, das in Kcp.4 
entwickelte Modell entsprechend zu erweitern, um somit eine 
Nör.e rurc; s! ösung für das p~ römuncde!d von iuftb i asenscni~ierWN 
- v 
• 
zu erhai~r.I deren man sich solange bed ienen kcr:l"', bis ein 
besseres Verfehren entwickelt ist, das die vo rgenar.nten Schv,ierig-
keiten berücksichtigt. 
Die BerUcksicht ig •J:"!g der Kc mp :-e ss:b:l itc t de r Luft beceurel, caß 
die Kontinuitätsg leichung fUr die Luft bei hydrostc ~ i scher Druck-
verteilung lautet 
~b>J ~i 
ß(z)= qe 
g OoHo 
H0 + H-z 
wobei der Luftstrom Q als Volumenstrom unterAtmosphärendruck 
0 
definiert ist. Im pionsymmetrischen Foll ergibt sich 
8 (z) 
Bei BerUcksichtigung des Schlupfs 6ub lauten die örtlichen iuftg~­
schwir.digkeit$korr.pone nten fUr den axialsymmetrischen Fall 
(5. 1) 
(5. 2) 
-r 2J b2 
ubv=(UHcos8+u0 :s)e )sin9+6u0 (5.3) 
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und im plansymmetrischen Fall 
Mit dieser" Beziehungen können die in Kap. 4 hergeleiteten 
G!e i chungssysteme modifr ziert werde n, vm !<ompre::sibil i ~öt 
und Schlupf entsprechend zu 9erUcbichtigcn. 
5.2 Luftblasen- binzc ldus~_________
Die Kontinuität der iuf~strömung (ocer des CWich tece f izi~J;F 
liefert die Bezie hung 
Noch Einsetzen der Glei chungcn (4. 9) und (5. 3) u nd AusfrhruW~g 
der Integration folgt hie ra us 
Durch Gleichsetzen der Sezienungen (5. 8) und (5. 1) ergibt sich 
folgender Ausdruck für das Dichtedefi z it auf der Strahlochse : 
Die Kontinuitätsgleichung des Was;,ers lautet gemäß der Herleitung 
in Kap.4 unverändert 
1/2 ~s [(ß2UHcos8+u0 (s))b2] =2ocb(UH2sin28+1.:02(sl) 
und fU r die Impulsg leichung in x- Richtung e rgib~ 
(5. 5) 
(5. 6) 
lt: 7' 
\ -' + . } 
(5. 9) 
(4. 28) 
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sich die in Kap.4 hergeleitete Beziehung (4.32) in unveränder-
ter Form: 
~s { n b 2 cos 8 [ß 2 UH2cos2 8+2UHua(s)cos MH~ u02{s)]} 
V2 
=2n<X.bUH [UH2 sin2 G+urlrs)] •Co·b·UH2.sin3 e 
Die Impulsgleichung in z- Richtung lautet 
ro ro 
dds j ge·2nru2 sin8dr=ffqe-q}g 2nrdr-F0 cose 
0 0 
wobei das Dichtedefizit im ersten Glied auf der rechten Seite, 
welches die Auftriebs!<roft ar.gib7, jetzt ausgedrückt wird durch 
Einsetzen der Gleichungen (4. 9) und (5. 9), in welchen die 
Kompressibilität und der Schlupf der Lt.:ftblosen berücksich~igt ist. 
Unter Zuhilfenahme c!er Gleict,ungen (4. t) und (4.29) e rgibt sich 
nach Ausfünrung der Integrationen die Gleichung 
:s {nb2 sin 8[ß2uH2cos2E)+2UHua{s)cos e.; ua2 rs)l} = 
(4. 32) 
(4.31) 
{ 5.10} 
=(g2-qL)( H? ) g 0 o 
~e 1-4o+H-z sin8!UHc0sG+:::.;;::: .• ID~c.ub C 'o U 2~·J
2 
...... ca~ ~ 
- n·' · H ~ef •:.· .;, 0 
L...i • 
l-t- A,LI 
Das Gleichungssystem zur Bes::hreibung der rr.bekann~en x0 , z0 , 
G, u und b is~ nun gegeben durc:-: die fünf dxcichv!"D~~I 
a 
(4.18), (4.19), (4.23), (4.32) und (5.10), i:o wel~hcn die emp:rischc!, 
Beiwerte cx.J AI~u b ur.d Co enth::i ren s:ind. 
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Mit den Bezugsgrößen l
0 
und u 
0
, gegeben durch die Gleichungen 
(4. 34) und (4. 35) , kann das Glei chur.g::;ystem in dimensionsloser 
Form dargestellt werden. Mit den Difinitior.en (4. 36) bis (4.45) sowie 
lautet das Gleicr1Vngssystem 
dx d 5 = cos e 
dz . A ~=sm o 
.... s 
d V - - 2 2 - 2 )1 /2 ds = 2o:.b[UH sin S•ua (sl 
(5. 11} 
(5 . 12) 
E ~ , .... 
. __ ..J" ~} 
(5. 14) 
(5. 15) 
{5. 16) 
dwv ~p~gi Ho u8 2 1 " 2 d s =C -g ) ( 1_ z ) 0 Lo · _ u , 5 J _ - c0 buH .... s in tJ c: s e e - (UHcos 0i: ~Fsin 8+6ub 
1 + /-" 
Das Gleichungssystem (5. 12) bis (5. 16) kann für vorgegebene,er.t-
sp reche nd no rmalisie rte handbedi ngung~n numerisch ge löst werdo:! n . 
FUr den Fall, daß das auftrieberze ugende Medium inkompredbel ist 
(Nöherungslösung für geringe Wassertiefen, bzw. Lösung für den Fall 
des Aufsteigens spezifisch ieichter Feststoffe oder Flüssigkeitstropfen), 
gelten noch wie vor die Gleichungen (4.18}, (4.19), (4.23), (4.32) 
und (5. 10) bzw. (5. 12) bis (5. 16), wenn in GI. (5. 10) de r Quotier.t 
(H 0 /H 0 +H-z) und in Gl.(5.16) der Quotient (H0 /1-z) jeweils 
gle i eh Eins gesetzt wird. 
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5. 3 Luftblasen - Düsenreihe 
Der Auftrieb der Luftblasen ist gegeben durch 
(X) g-q 
8 {z) = 2]E~JFg ubv dn 
0 
oder, nach Einsetzen von {4. 16) und (5.5) und lntegra~ionI durch 
Durch Gleichsetzen von (5.18) und (5.2) eihölt man für des 
Di chtedefi zi t auf der Stra h I ochse de~ ÄL•sd rD~•ck 
(,... . 7' 
,:>. l J 
( ~ 1 "' :J.. 0)
1 r- l ) 
. u Ll c•ne ~WW>J 9 [ -)isin (2 8)+ ~II~~ubl 
2 Vt+A:'· 
Gemäß den Herleitungen in Kap.4 gilt für die Kontinuität 
des Wassers 
und fUr die Impulsgleichung in x- Richtung 
Aus der Impulsgleichung in z- Richtung 
ro ro 
~ 5 j g~ u 2 sin e dn = j g ( gE'- ~F dn - F0 cos 6 
0 0 
erhält man nach Einsetzen von (4. 16) und (5. 19) -womit 
die Kompressibilität und der Schlupf d~r Luft bertJcksichtigt ist .. 
sowie der Gleichungen (4. 11) und (4. 60) und AusfUhren 
(4. 57) 
(4.61) 
(4.59) 
- 82 -
der Integration die Beziehung 
Die fUnf miteinander gekoppelten Differentiolgleichurge:1 (4. 18) , 
(4. 19), (4.57), (4.61) und (5.20) können zur Bes~immur.g der 
Unbekannten x , z , 0 , u und b verwertdet werden, wenn die 
a a a 
empirischen Beiwerte cx.., A1 6Ub und c0 bekannt sind. 
Mit Einführung der BezuC!sa:-ößen l und u cemäß Gleichvrq (4. 34) 
V- 0 C·'"" ._ 
und (4.63) kann das Gleichungssystem dime:1sions!os ~emcch~ werden. 
Unter Verwendung der Definitionsgleichungen (4. 36) bis (4.41) und 
(4. 64) bis (4. 67) sowie (5. 11) lau~et es 
dx 
-.---::: c::>s e 
es 
~~ = s in e 
d v 2 o;. - 2 · 2 - 2 - 1.'2 
-d-=- =-==- [UH s:n 8 +Uc (s)] 
s yii,/2 
dw· 2 cx.. - [- 2 2 - 2 - ) 1/2 Crt 2 . 3 d_n = ,c-;;:. UH UH s i n e +U::t (s} + y:: UH sm 8 
s rn/2 LTI 
Die Randbedingungen sind identisch mit den in Kop. 4. 3 he;ge-
leiteten Beziehungen (Gieichunger! (4 . 71) bis (4. 76)) . 
' t:; '1 • I ~J.if J 
(5. 22) 
(5 . 24) 
(5 .25) 
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Die Kompressibilität der Luft und die damit verbundene Änderung 
der Auftriebskraft mit der Höhe z kommt in dem Quotienten 
(H I H + H - z) in GI. (5. 2~F bzw. in dem Ouotienten (H I 1 - ~ ) 
0 0 0 
in GI. (5.25) zum Ausdruck. Die Gleichungssysteme ( 4. 18), (4. 19), 
(4.57), (4.61) und (5.20) bzw. (5.21) bis (5.25) können d~her auch 
zur Beschreibung von Auftriebstrahlen mit Schlupf, aber ohne 
Korr.pres5ibilität verwendet werden, wenn die beiden Quotienten in 
den GI. (5.20) bzw. (5.25) jeweils gleich Eins gesetzt werden. 
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6. Rechenprogramm für den plansymmetrischen Auftriebsstrahl 
in einer Querströmung 
Das angegebene Programm liefert numerische Lösungen für die in den 
Kapiteln 2.3, 2.4, 3.3, 4.3 und 5.3 abgeleiteten Differentialgleichungssyste-
me. Die Grundloge für das Programm bildet das Verfahren von Runge - Kutto. 
Bekannt sein müssen alle Anfang$werte. Die gesamte numerische Rechnung wird 
in einem Unterprogrcrr.m zu:>ammengefaßt 1 das noch von neun marame~ern abhängt. 
Diese Parameter sind die vier experimentell· zu ermHtelnden Größen 0:. , c0 , 
6 ub und z:, die noch wähl bcre dimensionslose Integrationsgrenze f3 im 
ersten Integral der Gleichungen (4.56), (4.58) und (4.59), die numerische 
Schdttweite dz d~r Be;echnung, sowie die vorgegeSencn cusseren Beding•_rnge:'l 
\..Vasserf i·:I ·:: Hw, Luftmenge QL und Horizontalgeschwindigkeit Ur;. De s Pro-
gramm wird ausgefüh;t 1 nachdem die vorgenannten Parameter im Programmaufruf 
durch aktuelle Werte ersetzt worden sind, wob~i die Reihedolge der aktuellen 
P . d R ., f I d 0 1 h l .,· . •. ') arometer m1t er et 1en otge ·er, atz. c tepc rcrr;cter vb8re•ns• 1r:or'r.8"' r'"l •..;•J. 
Der genereile Aufbau des Programms ist in dem fol genden clus~.d!cgrcWWJIm skizziert, 
während die Details der Rechnung aus dem aufgeschriebenen Alg~rithmI_•s und dem 
angefügten Rechnerprotokoll zu entnehmen sind. 
ja 
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Vereinbarung von Variablen und Feldern 
Spezifikation der Parameter 
Vereinbarung lokaler Variablen und Felder 
Ermittlung von Hilfswerten in der 
Form dimensionsloser Zahlen 
Berechnung der Anfcngswerte 
Ausgabe 1 : Eingongscioten, Anfangsdaten I 
~~JJJJJJJJJJJJ~ 
I 
Numerische Lösung des DGL-Systems 
Ausgobe 2 : Errechnete Ergebnisse I 
·I 
Vorgegebene Höhe erreicht ? 
r.ein 
Anfangswerte - Errechnete Werte 
Ermittlung dimensionsloser Einflusszahlen 
.JJJJJJJJJJJJJJJJJ~JJJJJJJJJJJJJJJJ~ i 
i 
Ausgabe 3: Eir.flusszchlen 
l 
I 
i 
' 
. ' 
~JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJ.JJ~JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJ~~ 
Wertzuweisungen G,1t,X, H , Kl = 1/lG K2 = fi 0 
Prozedur - Aufrufe Jt:T9 ( ); 
9 
Bild 6.1 Flussdiagramm für Computerprogramm 
Algorithmus für da~ M(',dcll JET 9 
Kontinuität 
------
fs1(2 frruH cose•ualb} .. }i Vulsin2 9+ui 
X-lmpu\s 
-----
d !(2Y2'ß 2 2 2fl I ds Yn- UH cos 9+ 2 UH Uo cos 9+ ~M2F b cos 9 
~eo~tri~ 
dx/ds = cos e j 
• 
2~ ~ UH Vulsin29+ui +Co UH2 sin3e fLit 
dz/ds = sin e 
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Blatt 1 
3 llormalisien.:ng der OGL durch Einführung der Bezugsgrößen Hc+HN und Yg q0 
i:x/(HO+Hw) ,; 
- ., 
UH = UH/}g q0 
Substitution 
z = z/(Ho+ Hw) 
Ua = AUb/ Vgc!) ; 
ß- --
s :s/(Ho+H'II) 
... 
- . 3.---
UA=Uo/ Ygq0 
V: (2 Yi UH cos 9 + UA) b 1 A 
w= (211 }-u:lcos26+2YL UH UA cos9+UA2)b j 
UA = f {v,w,UH, 9] 
8 = f (CA) 
, 1T 
d{w·cos 8) 2o<.. .~2 u- y-2 2 -2 Co 2 3 ds-- = Yff r ~ H UH sin 9+UA •vE UH sin 9 
d(w.$in9) f2 Co u-? · -; 9 e ds =ilf(1-z){(ÜHcos6•UA/Y1+A2Jsin8+.t.ub -Virr wsm· cos 
öx/ds = cose ; dz/d$ = sin 8 
U7 = w ,{7'\' UH e ~ 2v Jr~ cos + 
V 
= -----==---{2 ßlfi> un cos e. üA 
SiJ bstitut ionen für Programmierung 
R12 = Vg '!o' · 
.i R 11 = 2«-/Kl .i 
~e . = HO+Hw i R 21 • 2a(K2/Kl ; 
<1 = fi ; R22 = Co/(K1 K2} i 
(2 = f'1 ; R31 = Ho K2/Kl ; 
(3 = NL~ ; R71 = 2B/Kl ; 
(4 :a :tL -fl UH cos 9 . 2v 1 KS = :!:!.. - UH fl tose V ; K6 = üH sin9 
-87-
;:7 = UA = K4• VK4 K4. R71 ÜH cos e Ks· 
:rt = YUH2 sin2e •lf7/ ; 
-2 
=2 = R 22 sin38 UH ; 
f3 = 1/[(1-z)((UH cos9+F7 K3) sin9+ü8)} 
;)GL- System : 
jtdds = R1l·FJ 
i;HH/ds = R2l·F1·UH+F2 
t!Wv/ds = R31· F3- R 22· K 6· K6 cos 9 
1JX!ds = cos e 
lii/ds = sin e 
S : V 
R 71· Uwcos8•F7 
)A = F7 
Anfangswerte : 
i3 = X0/8H = 0 j 
!0 = zo/BH = 0 i 
~ = so/SH = 0 i 
~ = n/2 A COS90: 0! 
5;. 2CoL zo R 11 -J\1 = rrr· BH = . zo i 
= VHo/(Q(.·K2 ·K3). 
tiJ = (R 71 . UH cos eo + üAo ) Ba ; 
WH 
Wv 
= w cos9 
= w sin9 
NO = (R 71·K2· Uli· cos 80+ 2K2·UH·uAO·cos9o+üAö2) So ; 
iMHO : WO· COS 80 ; 
; 
~v = wo· sin9o ; 
:inmischung: 
iE = J udn 
= 
= 
= v·K1 
•Sb ... rtt 
= J UH·cos8dn+ J ua e-17 dn 
~ß!F --
(2ßb:UH ·ccs9/Ylt + UA· b} '{Tf' 
(2 ß B·UH· cose 1# + üA ·B) iii' 
Blatt 2 
i 
; 
:;lALCl• TSII 
CYCLF n 
ßl 
R2 
6. 3 Computerprogramm JET 9 
COVIPTLEn FlY ~gtl Al~ll I F:VFL. 4.::>/0311173 0'1 -:>7 OCT 7'1 AT 10!1.40:54 
1 "~ct;l~D 
:> 
3 
4 
") 
fl 
7 
~ 
9 
10 
1 1 
1:? 
n 
N~ 
1') 
lh 
1 7 
N~ 
lq 
20 
21 
?~ 
~~ 
21.4 
2'1 
?h 
'?7 
2>1 
'?9 
311 
31 
P~ 
:n 
31.1 
3'1 
P~ 
::n 
'Cnv.'vl;::NT' l'.JI=-"Tc;CHLF Tl=D~ HJ ~ffcotW;TmlbDvlig"Dd $ 
t I NT E G FR 1 T , t-1 r H n , H I•J , I I H , I IR , ~ L , Zn , n Z $ _ 
' R F A L 1 K t • l( 2 , K :. , I(' 4 , K r:; • J< ,; , ALPHA , R F r 4 , R o • c n , G ·, P I , L ·A \.m n ll , L ', q 1 f, R i ~ , R :> :? , 
R31 $ 
1 Af.c~As 'V • Wi-lt wV • w' X, c:; r 7., T"{FT II r llti, p~ • C:S 'IIJ r . 
QEr:IAl rLJJ] r'ilrZ1 r!';lF1 r!='l rl!'::>r!='.3r!='I.J.r1=-"SrF5r!='7rRr81 rt;lr~ElW"lF rl(Cn:r:;,o:c;) S 
1 JI.JTEGFR t Hli, Ql • IIR, rl~h 70 r 07 $ 
1 RFAl 1 ALPHA,nfTA•CO $ 
1 RFi,lN• 
'I :-ITEGF.R '!\1>.1, T -r; 
1 RF Al' 1.11\ X T 'HO 1 • IIH 1 , IIR 1 , n Z (, qQ 1 • 7 0 1 ·, H' 3H • UAO r A 1 • A ~ • A...,, A 4 • AC) ·, II. 6 'R 21 • Ril, 
lJAOlrHTLF <1; 
'ARRAYt!='lrF?rF:.,F4tFSr!='nrF7,nc:;1(0!5) 'f; 
1 FORMAT•FF1CR16.13rv4) $ 
DcfTnMAT N cc~ClRru?F $ 
1 FORMAT 1 FF.'HR10.4) $ 
fcl~MATtccN.NEM]MI4ru...IF $ 
Dclo~AT•cc"FEgRruPF $ 
RH: =Hn+-HrJ $ 
H01:=Ho/R4 $ 
MAXT!=;.·hJ/f12 $ 
k~WWbkTgcqE~Aufl $ 
Rl1!=?*CLPrift/K1 ~ 
~l~W=ra~il •PO,JFR' I 1/31 $ 
o?lW=oll*h~ $ 
o2?W=CnLC~l~hWW>l ~ 
oPtW=e~N*~~LhN $ 
oTtW=2*~cT~LhN $ 
nztW=nTto~ i> 
u=nW=fc~Lot?. $ 
lgD·ilW=ieLol~ $ 
-:3-R 7.ot ::,n7R4 : ~ 
39 
~EF 
~N 
4? 
Lß 
44 
4"i 
4-'\ 
47 
4P, 
4q 
5fl 
"ll 
"F~ 
'):') 
')4 
5"> 
')., 
<:,7 
~mI 
'):;! 
6() 
61 
'Cer 1.1,_'11::1\1 T' .!1 1\tF A ~rrW; <;o..tFo Tl=' $ 
X1Cn>:=ztCr))!=S1(0)!:0 $ 
TecTACn>W=mTL~ $ 
pkCl>W=cW;T~CTecTßElFl ~ C<;Cl>W=C~cW;CTebTAClF} ~ 
RO, :=rn 1 *701 $ 
rAotW=<ellLCt!imeA*hW>*h?>FFDmn~To•CtLPF $ 
ii(ll) W=lltill•tiAll*~ll $ 
tsCnlW=~Co>~pkCnl ~ ~eCnlW=w<o>•CpCll $• 
VC11l:=ilf,Ol1cq()1 ~ on!= ·Nni*~v $ :JAn:=\)1\0(*ql? $ 
'COV.MFNT' RtPJr;E I(IJTTr. <;TART 'Ii . 
l>.' R l TE ( C ( F. 1 , • ' F T !,! c.;" '4 !:' P ll >~ r. '•I F Tc K ' I , A 1 , ' ' AI P >-1 h: ' ' ) > • F F 1 r AL .P 4 A r ( ( ' 1 RE T II. = ' ' ) ) r 
FF1rHFTA•<<•'Ci1: 1 '>">•:::-;:::-],f.i)r((A1>» $ 
WRtTEC<C'' Inz=••>>.~c?r~Z•<<••C~• e~WttFFrcc2~e~rECDDCs QL=''))r 
cc~rWe.l 't 
wRJTf.:((("Cv*C'-1/S , II'=!=">>·FF2rtJRr((tl CVI/t:; •"•A1•"1JH = ">>• 
FF?rllHl $ 
wRTTEC<<••cv/<; T~=••>>rcc2rlnr<<••c~ ''rftt.l>>> ~ 
toTTbEEEtt ;WfcZffW;c;rIrW~;WJcW;cW;;WJ~tWel 11"1:'"1 Ed*~iF N m"lwi=DotENL~FttrANFFF 't 
l'iRTTEC<<• •Wt~fcAyfr;cW;•I•;WJor;WJW i'ln=• 1 )),;:-Fl ,;j:),((' •CVI lll·O=' •>>rFFl rLJAI')r 
I 
CO 
CO 
S~ <<••C~Lp• v=M•T=nI~=n••>>> $ 
S~ WRITEC<<'' UNO T4~TAWmff~••rAt.~FFF $ . S~ t~ T TF ( <<' ql="I nJ=OLGF: DFR ~lgpd~~·eegCIfETbk tb~nW·WDD r A (, t t Pll"-J 
65 KT-"JR. Tr 7-I<OnRii tC\1)r X-KOOR')r(CM)r c;JßltW;fJ"fili~kc;l=" EC~F r THETA-I'JTNKEL 
S~ EAiTtW;~Anlr•DrANFFF $ . 
67 w~lTb<<<DD IIA- I'Jn.ACHSGFSCHwi"JDIGKEIT (CMIS)rtJ.J-RF:c;. ACet;tW;bRCe~fklfdhc 
S~ fTECMf~FIttIAN•DDoJ ooxfT~· CCMl.~cWJ cT~MfpCeff~d {CDJN*CyN*fp>•DD•Al.~FF}A 
&q t~NTb«<" T Z X .. S THETA 
7n UA IIJ R db"rAl~tD>FF $ 
11 t:=r:=1 os 
7'? x< 1 > ::)(1.{0) $ 7t1l :=zHn> 't S(ll :=sl<n> $ 
73 VCll::vco> $ wH<t>:=wHco> $. wv<l>:=wvco> s 
74 •cov.MF:\JT' ll.l LF eltWA~tt;pvWboTb ST\In reDf.b"g~TafD.!pilCWW $ 
7>, 
7& 
77 MlWtCl~~b"gft Ak~A~tW; SCHLEIFF $ 
7R 
7q 
AO 'C0\1ME'IT' HTLFt;l="IJI.JKTJON - c;C4RTTT 1 $ 
- A 1 W ( l} : : c; ~ R T ( "-' t-l ( 1) hl H C1 ) HJV ( 1l *~s C l )) $ 
A '? c; !\I ( 1 ) : : w V ( 1 1 I l-1 C 1 ) ~ 
A3 csct>W=~mcuhgCN> 'f: 
A4 H::nS1Ct>::nZ11c;N(ll ~ 
A"l. K4: ;:w ( 1) I C ?•V { 1 l) -llHl •o<?*CSC 1) $ 
AF'l K5::W{1}1V(1)-IH-I\*K'?*Cc;(l) $ 
A7 cTENlWWW<4H~E.FofElE4*o<uH~TN*NNeN*C~ClhhR} $ 
A~ Fl< 1): Wc;~oT< UHl *SN ( 1) *llf-ll*S"-' ( 1) +F7 ( 1 >*F7 (1)) $ 
Aq F2(1) ::q?2*CSN(1 FJDmnt~oDP}J4<lieN*NNel $ 
q n F 3 ( 1 l : : 1 I { (t -7 ( t ) ) * C ( lJr-11 * C S ( 1 l+ I< 3 * r='7 ( 1 ) ) *SN ( l ) + d Cl 1. } ) $ 
q1 hCNrl>WWe.tW~NN*D;WJN{NF $ . 
Q'? hClr2lWWe*Cm2N*fW"N<Nl*ffeNHc~El}F $ 
q~ hnWWreN*p~ENF $ . 
q~ hEgrPlWWe*EoPN*fW"PEllJoD?~*hh*hn*CWpEtFF ~ 
'1S K(1 r4l ::HtCc;(t) $ 
q!') K{1r5l::H*SW(ll $ 
97 RE~FWW~ENFH~N~ 5 
9R V(:;>)::v(1HK(1r1)/:;> 'Ii 
99 teE?FWW~eEllHh{NrD?lL2 $ 
tnn ~sCW;>lWWws{llHhCNrPlLD? ~ 
- -l.--0 1---X-'-.2-l_;_;:tll-Lutla.l.Ll.D. -L 
10::> 7C<>l !=7<1 HK(l rl'\)/:;> $ 
10;') 
NM~ 
lOS 1 Cn\11MFNT' eTic;~ll~lhTTn~g SCHOITT · 2 $ 
tO; ~EW;>F;W~loTEweC2l*tef~lHtsE?F*ts{2FF $ 
107 p~CD?lWWwsE?litE?F ~ 
NM~ CpCWW>lWWw~{W;>FLtE?F ~ 
)Oq H::::f'lSl (:;>) :=nZl/c;NC'?) 'i, 
110 hn.WWvlE?FLEWW>*yLEW.>FFJll~•l*fE~*CWpE?F $ 
lll hRWWwC?lLsC?lJr~l•hD?*C~C2l $ 
ll? F7C:.>) WWh~HpnoTEhfmDhuHqTNtieN*CpC2l*hR} $ 
113 Fl CD?l!Wp~oTClgrll>tp•fED?F>tWllJDl*pMC~ei=="TE;>FJHJcTE?FF ~ 
11 4 . F 2 C :;> ) : : ~ '?? * C S '' C ::.>) ' o n ~;WWWWWWWW? ' 3) ot. IIH 1 * 1 H 1 $ 
11=) F3C:.>)::1/((1-?('?)l*CCIJ.-i1*CSC2l+K3 *F7(;>)}*SN{?)+UA1}) .·$ 
11'-. I<:C?d) ::4*R1l>t-i=="1 C;>) S 
117 K(;>,?.)::fHCR21*:::'1(:.>l*U.-i1+F?C2)) 'Ii 
NN~ hCWWr4N*p~EW;>F ~ 
yy~ hE;>IPF!WtJl*CmPN•=PEW.>FJqD?~*hn*hn*rpC?FF $ 
120 K(;>,4)::H*Cc;(?) ~ 
1?1 hE~rRlWWe*p~E2F $ 
12? pC~>==~CllH~LW;> $ 
123 VC:-\J:=\IC1l+v.(?r1ll:.> $ 
N?~ teCPFWWw~ClFHhCW.>rD?lL? ~ 
I 
00 
""' 
l~p tsE~lWWwsCtFHhE~I~FL? $ 
12n uE~F!W~ENFHhE?IuFL~ $ 
1?7 TE~F!WTEyFHhE?I~FL~ $ 
.1:?. P, 
l?CJ 
130 t CflVIMENT' Hl ic~ctikhTglr .- SCHRl TT 3 $ 
131 tE~F W=~~qTENAifiE~F*•"D"ePFHtyLfPF*wsCPFF $ 
NP~ pkEPF!WwsCPlLtE~F ~ 
133 CpE~FWW~eEPFLtE~F $ -
13q eWWnplCP>W=~ZNL~kCPl ~ 
1:'\S h~WWvgCPFLE~tWsnFFJff4N*h2*CpEWDyF $ 
NP~ hRWWtE~FLsE~lJreN*h?*C~EPF $ 
137 F7C:'\) WW;E4H~r.~oTCh4N<huH~TN*N!eN*C<;CPhhRF $ 
13j:\ Fl C:'\) W=~~;WeCueN*~yNE?IF*!Nel*pkEPFHcTEPF*cTEWyFF $ 
1:'\Q c~CPF!Wn?~tWCpkE~FDmn.kbn•PF*NNeN*Net $ · 
JN4MJJJc~f ::H ::1 /( < 1-7 ( ~F l• l ( r~l *CSC3) +K3 •F7 (:'\))*SN(:'\) +tJAl)) $ 
]41 hE~IlF!We*~Nl*cNE"F ~ 
11.+? K(?u2)!:H*(P2lt:F1(:'\)*lJH1+F2(3)) $ 
N4~ Kn::UH1*S\J(:'\} ~ 
144 1((:'\,3) W=e*Cm.Pl•cWDyEWDylJo~?*ho*hn*CpEPFF J $ 
14, hEPI4lW=e~C~EWDyF ~ 
N4~ hEPIRlW=e*p~EPF ~ 
147 tsE4F!WwsENFHhE~IPF $ 
·14q V ( '+)! : .v ( l l +K ( 3' 1 ) 'h 
14Q teC4l~=~~ElFHhEWDyI?F $ 
150 pE4F!W~ENlHe 'Ji 
151 X(4l !:)((1 )+V. (3,4) 'h 
NR~ ZE4l!WTENFHhEPI~F 'h 
153 
154 
15S 'CO',.MFNT' iJ~lic~cliishTll~g pCe~TTT 4 $ 
NR~ wE~F!W~~oTEteE4F*~~C4FH~yLE4F*tsC~FF $ 
157 pyNE4F!W~sE~FLtEfgF ~ 
N~~ eW=npNE4lW=nZNL~kE~F ~ 
15CJ NE4WW.kE4FLC2*sC4llJNN4l*..WW~*CpCJ4F $ 
lhO hR!W~giE4FLsC4FJlg~y*fE?*C"E~F $ 
1 nL J:.?.LtD ~J=NE 4_ ~c;r.~or c I( ~·f< u+Q7t *liH1 *cc:; r u > *1(5 > $ 
1 h? ·JJ~cl ,-4 f: Wi;.~nT ( lJH 1i l;'t ( u T * il41 *c;"J., 4) +F7C 4 TiD~T (4>-> $ 
1 h .'\ ~? ( 4 ) : = R ~ ?- * C S 1\J C u l ' P"..; E ~ • 3 ) * II ti 1 *!I rl t $ 
1 n4 F3 ( 4) ::1 / ( ( 1 -7 Cu) l * l ( IJ.-11 *CS ( ~F +K 3 *F7 ( 4)) *S" PI) +lJR 1 ) ) $ 
1 h S I( ( '+ , 1 } : : H * ~ 1 1 * ~ 1 ( D~ ) '$ 
l6n hC4o2FWW•·.f*Co2N•CNE4l*ieNHc~E4FF $ 
1.67 t<h::Ul-f1*S\1(4) :r; 
N~q hE4IP}!We*EmPN*C~E4}Jq~?*hS*hn*r.pE4FF $ 
1nq hC4o4l!=e*C~E4F ~ 
17n hC4oRFWWe*R~l4} ' 
171 
17;::> 
173 'Cc'IV'v'tf.\IT' DillTToWJt. ·I!~pTqriFflylh $ 
174 K(t:,,1)::(1((1tl)+?*o<C?ttl+?*K(3r1l+K(4r1>l/6 $ 
17") hE~o2F! W E~EN•?fH~N<NEE;;>I~lH?•hE~I?FHhE4r?FFLo $ 
NTn . hC~·P>W=ChENrWDyNH?*hC?•~lH?WthEP N ~FHhE~r~FFLS .$ 
177 fEEpI4}!WEhEN•4lH?*hC? N ~FH2•v.CPr4lHhC4•4FlLS ~ NT~ hCpoRlWWChCN•RlH? *hC;;>I~FH;;>•hCPrpNH~C~•pFFLS $ 
17Q 
lAO 
1Al DCEFN.NMc~fTD · ;WJW~ncJ;fg c iTTEJ; c .;W> tWqT~ $ 
IR::> V( S l::v<l>+dSo1) .. q; 
1A3 tlJfEpF! W teEllHhE~I?F $ 
1A4 wvcs>WWwvCt>Hh< ~ ·"> $ 
lA"• X(Sl! : lt'(1)+K(S,u) .;. 
1RC:. TCplW =TCNlHhEsI~l .;. 
1 q 7 w ( ") ) ! : ~ ~ R T ( ,,, d ( S ) * ,, H l ~ ) .,. 'f.' II C S ) * lAI V f 5 ) ) $ 
I 
..;o 
. o 
NA~ p~E~FWWksERFLtE~F ~ 
lRQ c~cs>W=~eCR>Nw<~> ~ J
19n ~Cs>W=~CNlHnZNL~kCpl ~ 
191 tJF•wHC5) DicDp~•n.fD!nnl 'THEI\I' 
lQ' TecTAEpF!WmTL~ Dci~bD 
193 TecTACpFWWAnCTAMEtsCRFL~eERFF $ 
1914- h~WWtEcW;"FLE2*sCRllJrliJNN*N<~*CWpCpF $ 
19'l hRWWwE"llLsCplJll!·l=tDf<W>*C~ER} $ 
. N9~ F7C'l) WWWh4H~r.~oTCfE4ltDh!doTl*lhJiN*CpCRFF 
197 lJAl CO) WWN=DTE~} ~ 
19R lJJl(Ol ::tJfllCOJ+IIH1 *rS(I)} · $ 
19q oNCnlWWsERFLEoTN* t ieN*C~ERFHNNAtEl}F 
200 ~bt ((j) ::KPV(Sl 'b 
201 
DCM~NJfbkTD UFßERRA'Jc; . ZU 
Z(O)!:RY*7(S) ~ 
$ 
$ 
20:?. 
203 
204 
20'l 
20; 
207 
20s=\ 
2nq 
210 
XCO>:=RYtXCS) ~ 
R(Ol!=R--i*!:HCO} $ 
c;,(Ol:=RH•SCSl 'b 
Tec.TACnFWWT~~TAERF*N8MLmf 
211 
IJACnl::ql?*IIAUnl ~ 
U.HOl W=~l?*ffgrnF ~ 
~bClF!~~e*oN2*~clEll 
2N~ 'COV.MENT' Ar~o~ob $ 
21' 'lF' T 'NOTRREATfQt bkTTboE~kL4F tTeb~t 
2N~ 'RFGIN• 
2t'l WRTTECfF='"l•Tl· $ 
21 ~ wR r TE C F='F4, l C 0) Dcc~I 'rl ( 0 l, FF4 '5 C 0) • FF4, THETA ( n) 'F"F"4 r II .II { n), F1='4, UJ C 0)) · 
217 toTTbCcc~roCllri=Dc"~rmcElFrEEAl>>> $ 
2N~ 'TF' T Dc.~lgniD c;•=JWWJgTTboECTHtFL~lJt . 'THE'N' 
21q WRTTEC<<At>>> ~ 
2?n 'IF' T Dc~llAiD "'*;:-"1-rTER (T/S) 'THF\1' 
2~N ~ogTxEEEAlFFF ~ 
;?;>.;;> 'fN[)' 't 
221 'lF' T DPmbAT~oD c.~TfboC~kL4F DTrl~~· 
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7. Diskussion 
Die Gleichungssysteme zur Beschreibung des Strömungsfeldes von 
Impuls- und Auftriebstrahlen wurden mit Hilfe integraler Ans<:!tze unter 
Zugrundelegung der ublichen Grenzschichtvereinfachurgen a:;fgestellt. 
Es wurden sowohl axialsymmetrische als auch p!ansymmetrische Strohle:1 
in ruhendem Medium sowie in einer Ouerström;;ng untersucht, wobei 
auch die Fölle behandelt wuiden, in de"len das auftrieberzeugende Medium 
eine Schlupfgeschwindigkeit aufweist (beispielsweise ~pezifisch leichte 
Feststoffteilchen oder Tropfen einer nicht mischbaren cfrssisk~itF und/oder 
kompressibc I ist (bei spie I s·ne i se Gosbl asen in F I üss igkei ten). 
Den analytischen Ansätzen liegen folgende Annahmen zugrunde: 
1. Die Profile fUr Geschwindigkeit und Dichtedefiz.it oder 
Tracerkonzentration sind eina:-tder ähnlich und werden stets 
cls Gcvss'sche Glockenkurven c::senomme:n. 
2. Nach Boussinesq wird angenommen, daß Dichteuntersch!ede nur 
im Auftriebsglied von Bedeutung sind, während sie in den konvektiven 
GI iedern vernachlässigt we;den kennen. 
3. Der pro Längeneinheit in den Stroh! e!ngemisch~e Volumenstrom 
wird mit Hilfe einer Einmischhypotl-:es.e beschrieoen. Hierbei wird 
angesetzt, daß der Volumenstromzl..'wcchs proc~rtiona! ist Zi~M nomi-
nellen Strahlumfang und zur AchsPe~chwindigkeit (Sz· ..... Z.!Jr Vektor-
differenz zwischen Achs- und Aussenströmvngsgeschwindis;ke it). 
Der Proportionalitätsfaktor wird als Einmischkoeffizient OC bezeichnet. 
4. Es wird angenommen, daß die Breite des Dichtedefizit·- Profils stets 
in einem konstanten Verhältnis A zur Breite des Geschwir>digkeits-
profi ls steht. 
5. Die Abweichungen der Strömung in arsenn~he vor. der analytisch 
beschriebenen "voll ousgebildete:-t 11 Strömung können global 
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dadurch erfaßt werden, daß der analytische Ursprung (Punkt -
bzw. linienquelle) um ein Moß z gegenUber dem totsächlichen 
0 
verschoben angenommen wird. 
6. FUr Strahlen in einer OuerstrCSmung wird die Abweichung der 
Druckverteilung von der hydrostatischen global durch Ansetzen 
einer Widerstandskraft ( in Analogie zur Umströmung von Kcsrpern) 
in Rechnung gestellt. 
7. Es wird angenommen, daß die Orte des maximalen Dichtedefizits 
und der größten Geschwindigkeit stets zusammenfallen und somit 
eine eindeutig definierte Strohlachse bilden. 
8. ~vch fUr Blasengemische wird angenommen, daß der Effekt der 
Schlupfgeschwindigkeit stets durch einen mittleren oder repräsenta-
tiven Wert 6 u b beschrieben werden kann. 
9. Die Herleitungen beschränken sich auf den Fall von Strahlen in 
unendlich ausgedehntem Medium - d. h. in Gewässerk0rpern 
se!-tr g~oßer seitlicher Abmessungen und großer Vhssert-iefoe. 
Zur Anwendung der Lösungen auf praktische Fälle mUssen -Zahlenwerte fUr 
folgende Parameter aus Experimenten bestimmt bzw. angenommen werden : 
Einmischkoeffizient oc. • Dieser hat fur die Grenzfälle des Impuls- und 
des Auftriebshehls in ruhendem, homogenem Medium je 1eils einen 
konstanten Zahlenwert, der durch eine Reihe von Experimenten belegt ist 
(siehe Kap. 1). FUr den Luftschleier wird in Übereinstimmung mit den 
Messungen ein Ansatz gemacht, demzufolge der Einmischkoeffizient fUr 
( öÜb -0 ) - d. h. für sehr große luftmengen pro Zeiteinheit -
asymptotisch dem Zahlenwert fUr den klassischen Auftriebstrahl zustrebt, 
mit zunehmendem relativem Schlupf ö Üb kleiner wird und im Limit 
-96-
gegen Null geht. Für Strahlen in einer Ouerström1.1ng ist nicht 
bekannt, wie sich der örtliche Einmischkoeffizient entlang der 
Strahlachse ~ndert. 
Das Yer:1öltnis der Ausbreitungsraten A. fUr das Dichtedefizit 
{oder Konzentrationsprofil) und das Geschwindigkeitsprofil : 
hierfUr liegen für den Impulsstrahl einigermessen gesicherte 
Zahlenwerl·e vor, während die Angeben fUr den Auftriebstrahl 
in Frage ges.tellt werden müssen. Für den Luftschleier wird ein 
konstanter Zahlenwert ange~ommenI der olferdings im Experiment 
nicht direkt verifiziert werden kann. 
Die Schlupfgeschwindigkeit 6ub zwischen Luftblasenstrom und 
umgebendem Wasser. Dieser Wert kenn aus Versuchen nicht direkt · 
ermittelt werden; deshalb wird ein Wert fUr6ub gewähit, der der 
Steiggeschwindigkeit von Einzelbiosen des repräsentativen Durch-
messers entspricht. 
Das Maß z , um das der virtuelle Ursprung gegenOber dem tatsächlichen 
0 
verschoben ist. Dies ergibt sich fUr die klassischen Fälle aus der Literatur 
und fUr Luftblasenschleier aus dem Experiment. 
Der Widerstandsbeiwert Co fUr Strahlen in einer Ouerströmung, welcher 
global die Abweichung der Druckverteilung von de: .hydrostatischen 
.~..I ... 
beschreibt. HierfUr können im oxialsymmetrischen Fall Annahmen in 
An! ehnung an die turbulente Umströmung eines Zylinders vom nomi-
nellen Strahldurchmesser getroffen werden, während im plansymmetri-
schen Fall, in dem der Strahl nicht umströmt, sondern durchströmt 
wird, eine solche Bezugsbasis nicht gegeben ist. 
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Die verschiedenen, hier behandelten Strömungskonfigurationen sind zu jeweils 
unterschied! i chen Graden experimentell untersucht worden. Die Aussogekraft 
und Zuverlässigkeit der mathematischen Modelle ist daher unterschiedlich und 
wird in erster Linie dadurch bestimmt, mit welcher Genauigkeit die jeweiligen 
emp i ri sehen Beiwerte bekennt sind. 
Die Beschreibung der klassischen Fälle des Impuls- und des Auftdebstrohls in 
ruhendem, homogenem Medium kann als zuveriössig und experimentell abge-
sichert bezeichnet werden, obwohl bezUglieh des Einmischkoeffizienten cx. 
fUr plansymmetrische Auftriebstrahlen sowie bezUglieh des Verhöl tniss';;s 'A 
von Dichtedefizit- und Geschwindigkeitsprofil bei Auftriebstrahlen eilgemein 
noch einige Fragen offen sind. Denrro>ch dürften Voraussogen mit cirko i 10% 
Genauigkeit möglich sein. 
We11iger genau sind die Vorhersogen für das Luftschle!er-Ström!JngsfE.:fd in 
ruhendem, homogenem Medium, da man hier für die pch!upfgesch~!!NdigkeitSlI!~ 
und für das Verhä!tnis 'A zur Zeit noch oW.~f Schätzwerte argewiesen ist. Mit 
Hilfe der im experimentellen Teil dieser Arbeit gewon:"lenen Ergebnisse läßt 
sich das Strömungsfeld furW.Js5ertiefen von mehr als l m und Luftst1öme von 
3/ 3/ ,. .. . + mehr als 100 cm s bzw. 1000 cm s. m oui schc~zungsweNse - 30 ~p ge:1au 
vorhersagen. 
Bei der Behandlung eines Strahls in einer Querströmung mU$sen zusätzlich_e 
Annahmen getroffen werden. Im Fall eines oxia!syrnme~rischen AufHrie~~tronls 
muß der Einmischkoeffizient a. vo:11 .A.nforg~wert des Agftriepss~rWWhls $Chliesslich 
Ubergehen in den ( cirkc 10 mal größeren) Wert für eine Thermc!e, wobei fUr 
die Form des Übergangs eine plausible Annahme getroffen werden muß. Der 
Widerstandsbeiwert Co wird in diesem Fall demjenigen eines turbulent um-
st~ömten Krei::.:z:ylinders des. nominellen Strahldurchmessers gleichde!e~·zi 
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Derlei Ansätze haben zufriedenstellende Vorhersagen für das Strömungsfe1d 
des axicfsymmetrischen Auftriebstrohrs in e iner Querströmung geli<=fert. 
Für den plansymmetrischen Auftriebstrahl ist es sehr viel schwieriger, plausible 
Annahmen für den Einmischkoeffizienten {X. oder den Widersta11dsbeiwert Co 
zu treffen. Das mathematischP. Modell für d iese Konfigurction bedarf noch der 
experi :-nentel ien Übcr?rtf•Jng. 
Beim Luftschleier in einer Querströmuno taucht neben den vorcenannten 
~ ~ 
G h . d' k . f'l b . I . r- I . •• • • . ' -esc .wrn 19 ertspro r e ewtr.d - eme trscnr;·lWou~•~g ; C!e :rr1 mc; c ;;I_~~· ~ ;scneW~ 
Modell ~•cWN t erfasst wird. Es lä ßt sich erwarten, daß eine solche Tr·..; nnung 
am ehesten bei kleinen luftströmen in einer stcrlcen Ot..,ersrrcm!Jng a •Jftritt: 
dementsprechend sollte das mathemati:.che N.cdei! cm ehes'·en 2WJ~rgch~xn s~in 
für große Luftströme und/oder kleine Guergesr:hwindigkeit..:!:-1. 
DesWeiteren ist zu beachlen, daß die hier abgeleiteten Beziehungen fUr 
seitlich ur.begrenzte Gewässer großer Tiefe gelten. Die Anwesenr.eit einer 
freien Oberfläche wird das Strömungsfe!d sehr sl·-:; rk beeinflussen. Für den 
Fall eines ruhenden Mediums liefern die hier era rbeiteten Modelle auo::!-1 in 
diesem Fall Ergebnisse, die - mit entsprechenden Ergänzungen - das 
resultierende Strömungsfeld zufriedenstellend beschreiben. Dies trifft aller-
dings für die Modelle mit Querströmung nicht mehr zu, da in di~sen Fällen 
eine freie Oberfläche eine starke RUckkoppelung zwischen Auf~ . W ebJ und 
Grundströmung bewirkt. Der Fai I eines Auftriebstrohrs oder Luftschleiers 
in einer Querströmung in flachem Wasser bedarf daher einer gesonderten 
Behandlung. 
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